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INTRODUCCION

En la presente obra se dilucida qué es, cual es el sustento for-
mal, como poder emplear y cuéles son los limites de la Teoria
de la Realizacion (TR) como método de prediccion de los elemen-
tos que siguen en una sucesion de matrices o descripcion exter-
na (DE), finita y aleatoria en un tipo de sistemas dinamicos. En
especifico, para implementarla sobre la sucesion de matrices de
Leontief del modelo de insumo-producto, con el fin de proyectar
las matrices de coeficientes técnicos. El formato aqui expuesto
sobre la TR no se sirve de métodos de la teoria estadistica para
originar la proyeccion de datos con ruido, sin embargo, si existe
una propuesta para hacer frente a la aleatoriedad de los datos.

La estructura de la exposicion esta constituida por cuatro
capitulos. El capitulo inicial es el capitulo 0. En este aparta-
do se exhibe la TR de forma sucinta, intuitiva y metddica, para
que el lector pueda generar una idea global acerca de ella;
adema4s, tiene por objetivo facilitar la lectura de los siguien-
tes capitulos.

Por su parte, el capitulo 1 se dedica a esclarecer el tipo
de sistema que se emplea, asi como los conceptos matemati-
cos clave y sus relaciones. De forma destacada, la definicién
de matriz de Hankel (MH) y el teorema de realizacién minima,
cuya demostracion sefiala como crear una descripcion inter-
na (DI) minima, esto es, cdmo crear tres matrices F, G y H me-
diante una DE infinita tal que el i-ésimo elemento en la DE sea
igual a HF'™'(G, ademas de asegurar que no existe otra b1 de
menor dimension.

(9]



En el capitulo 2 se imponen dos condiciones realistas a la
TR en sendos subapartados. En el primero, se desarrolla la TR
bajo la condicién de finitud de la DE. Se aclara cémo funcio-
na el algoritmo para originar la p1 de esta DE finita. A su vez,
se menciona la manera en que el algoritmo es computacional-
mente menos costoso al hacer admisible que la br asociada con
una DE sea parte de la DI asociada con una expansion de ele-
mentos de la DE.

En el segundo subapartado se agrega el supuesto de aleato-
riedad a los elementos de la DE. Se clarifica cdmo su incorpora-
ci6n impide realizar la p1 con la teoria hasta ahi expuesta. Sin
embargo, se plantea una extension de la TR para hacer frente
a tal situacion. Esta extension parte de reducir la aleatoriedad
de la MH empleando el teorema de descomposicion en valores
singulares. Asimismo, se muestra el modo en que este proce-
so genera varias matrices reducidas, las cuales inducen una b1
proxima a la DE. Ademas, se introduce una manera de seleccio-
nar dentro de todas estas aproximaciones, la mas idénea.

El tercer y ultimo capitulo esta dedicado a exponer un
ejemplo de implementacién de la TR finita y aleatoria para
la proyeccion de los coeficientes! del modelo entrada-salida
Q;= (I3— P,)* R, Donde

_ (4 a,® (Y _
o, a0 9T\ ) YRE

t

t
Km
t

Este se deriva del modelo contable: Y=C+ X+ Ky M=
Mc+K™. Donde Y* es la demanda final, C el consumo inter-
no privado y de gobierno, X las exportaciones totales, K la

I Estos no son coeficientes técnicos porque no provienen de un proceso de pro-
duccién sino de dos procesos de generacién del ingreso mediante ecuaciones macro-
econémicas: la del ingreso interno y la del ingreso del resto del mundo originado
de la economia de un pais. Sin embargo, debido a la cantidad de informacién dis-
ponible para generar estos coeficientes y a que la aplicacién de la Tr al Ambito de
la produccién, es decir, de los coeficientes técnicos, seria idéntica, pueden ocuparse
como una forma equivalente desde el punto de la TR.
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formacion bruta de capital fijo mas la variacion de existencias,
M las importaciones totales, M, las importaciones de mercan-
cias para consumo intermedio y final, y K™ las importaciones
de inversién bruta de capital fijo. Posteriormente, con datos
trimestrales de México de 1993 hasta 2017 se calculan las ma-
trices de Leontief (I, — Pt)™!, se implementa la TR finita y alea-
toria mediante el cédigo C.5 y se interpretan los resultados
obtenidos.

En su mayoria, los elementos formales del trabajo (lemas,
teoremas, corolarios, definiciones y demostraciones) se en-
cuentran en los apéndices Ay B. Con ello se evita sobrecargar
los capitulos, sorteando las secuelas de la distraccién y el ex-
travio del lector. Por otro lado, las demostraciones se han rea-
lizado de forma operativa mas que conceptual o, en su defecto,
se ha indicado dénde pueden hallarse con dicha caracteristica.
Esto permite que el lector asimile calculos expresos mas que
cadenas de razonamiento con alto nivel de abstraccién. Susci-
tar esto en el lector es importante ya que algunas demostra-
ciones inducen algoritmos que se emplean en la Tr. De igual
forma, se ha prescindido del uso de conceptos matematicos de-
masiado generales para que, por ejemplo, quien desconozca el
algebra moderna aun sea capaz de descifrar la idea matema-
tica. Asi, aunque ha habido pérdidas de aspectos deseables al
descontar la generalidad y abstraccion, con ello el escrito ha
ganado claridad.

Los cbdigos computacionales con los cuales se realiza el
tratamiento y la visualizacion de los datos, asi como el codi-
go donde se encuentran los médulos privativos a este traba-
jo, se encuentran en el apéndice C, y se escribieron en Python
3.5.3. Al igual que las demostraciones, se intenta que los codi-
gos sean mas explicitos, es decir, se evita la compresion de pro-
cesos que pueden enturbiar el entendimiento de lo realizado.
Por Gltimo, los datos de México se encuentran de igual forma
en el apéndice C.
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0. INTUICION GENERAL DE LATEORIA
DE LA REALIZACION

En principio hay que considerar el concepto de sistema, cla-
ve para la TR. De manera intuitiva, se puede decir que un sis-
tema es un conjunto de elementos que interactian entre ellos
de manera mas o menos permanente para la consecucién de
un fin.

La Teoria de la Realizacion (TR) utiliza informacion resu-
mida de un sistema,” denominada descripcién externa (DE),
para generar informacion sobre la interacciéon de sus elemen-
tos, a la que llamaremos descripcion interna (p1), e incluso per-
mite determinar la igualdad entre DE y DI. Para comprenderlo
se tomara el sistema de aquellos elementos econémicos, so-
ciales, culturales y psicolégicos que interactiian de forma mas
0 menos sostenida con el fin de que a cada variacién en el ni-
vel de ingreso disponible Y, exista una variacién en el nivel de
consumo C. La teoria econémica dice que la propensién margi-
nal al consumo c¢ relaciona ambas variables, y si se considera
que este sistema se activa en cada tiempo £, se obtiene la si-
guiente igualdad

Cr=c,(Yq), ey

Esta ecuacién representa externamente al sistema en el
sentido de que ¢; relaciona la entrada (Y,), con la salida C,, sin
mostrar las interacciones de los elementos del sistema; de este

T 1,3 informacién es arrojada por el sistema como resultado de las interacciones
de sus elementos, y de manera directa no ofrece un conocimiento sobre estas.

(13]



modo sintetiza la informacién del sistema. A partir de esto es
posible decir de forma explicita que la DE o informacién resu-
mida que toma la TR para generar la DI es la sucesién de ele-
mentos ¢;.

En la presente investigacion, los sistemas considerados
cuentan con cualidades particulares: linealidad, invarianza
temporal, finitud, etcétera, que seran detalladas en el siguien-
te capitulo y en el apéndice B. Estas cualidades haran que la
DI del sistema consista de tres matrices: H, F'y G, las cuales no
varian al pasar el tiempo y donde la matriz F engloba las va-
riables de espacio de estado, esto es, medidas que identifican y
sintetizan las interacciones entre elementos del sistema.

Ademas, dichas cualidades hacen que la igualdad (1) esté
dada por

H
¢ Fet (2)
G

Para llegar de la DE a la b1 garantizando la igualdad (2), se
parte de acomodar los elementos ¢, en la siguiente matriz, de-
nominada matriz de Hankel (MH),

Cl C2 Cn
c, c, (. 3)
c, Cooy e Corim 1

donde hay que probar que el rango de (4), es decir k, es igual al
rango de las siguientes matrices,

1 2 n
C, C, e Co1 (4)
Cm Crn+1 Cn+m—1
Cm+1 C(m+1)+1 ot C(n,+m—1)+1
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Cc C c C

1 2 n n+j
C2 CS Cn+1 Cn+1+j (5)
cm C‘m+1 o cn+m—1 o C‘n+m—1-f-j
Cm+1 C(m+1)+1 C(n+m—1)+1 C(n+m—1+j)+1

Es decir, el rango de la matriz que se obtiene al aumen-
tar una columna a (3) y el rango de la matriz que se obtiene
al aumentar una fila y j columnas a (3) deben ser iguales al
de (3).

Luego, a partir de (5) se genera una matriz triangular in-
ferior Py una matriz @ que Gnicamente tiene sus primeras k
filas no nulas (recordemos que k es el rango de (4) y (3)), y don-
de P Q iguala a (3). Posteriormente, a partir de elementos de
Py @ se obtienen las matrices I, G y H. Los procesos para ob-
tener P, @, I, Gy H se explican en los siguientes capitulos y
en los apéndices, sin embargo, mencionarlo ahora inicamente
tiene la finalidad de que el lector conozca los pasos del proceso.

Ahora, suponiendo que los valores de ¢; son'

t

¢

1 2 3 4 5
0.125 0.125 0.25 0.375 0.625

entonces la condicién asociada a (3), (4) y (5) se cumple por las
siguientes matrices:

0.125 0.25 0.25 6)

0.375 0.375 0.625

0.125 0.125 0.125 0.125 0.25
0.125 0.25 0.125 0.25 0.375

) 0.125 0.125 0.25

T o5 valores habituales de ¢, varian segtn las economias entre 0.5 y 0.85. Sin
embargo, los valores que aqui se emplean no reflejan este aspecto de la evidencia
empirica. Unicamente son ilustrativos, se usan para facilitar la comprensién sobre
la Tr. El caso no lineal es tratado por el mismo método que para el caso con ruido en
los datos; por lo mismo, al tratar uno, se estara tratando el otro.

15



ya que la primera matriz tiene sus dos columnas linealmente
independientes, la segunda matriz tiene su tercera columna
como la suma de las dos primeras y la tercera matriz también
tiene sus dos columnas linealmente independientes y la ulti-
ma es la suma de ambas.

A partir de (6), como se mencioné antes, se construyen las
matrices P, @, F, G y H. En este capitulo solo se mostraran
las tres ultimas. A partir de su multiplicacién se podra obser-
var como generan cada uno de los elementos de la sucesion. Por
otra parte, como cada C, se puede ver como una matriz de orden
1 por 1, entonces el formato para matrices de cualquier orden
se puede seguir de este con facilidad, incluso la interpretacion,
en este caso, es mas sencilla que en casos de matrices mas gene-
rales, lo cual permite apoyar el proceso de interpretacién de los
resultados de aplicar la TR en el caso insumo-producto.

Las matrices F, G y H o DI son las siguientes

F:<(1) 1) Gz(i) H=(0125 0) (7

y con ellas se puede ver que
c;=0.1256=HG=HF"' G
c3=0.125=HFG=HF*' G
c3=0.25=HF*G=HF3*'G
c;=0.375=HF3G=HF*'G
c5=0.625=HF'G=HF>'G

Esta b1 del sistema brinda una posibilidad de prondstico de
la propension marginal al consumo para valores de ¢ > 5.

Por otro lado, la DE finita podria no satisfacer las condicio-
nes (3), (4) y (5). Dos causas pueden ser el ruido en los datos
o que el sistema es no lineal. En estas situaciones, el método
que se propone agregara un proceso mas para poder afrontar
estos tipos de sistema. Este proceso se aplica a la MH y es pare-
cido al de reduccién de dimensiones del modelo de estadistica
multivariante llamado componentes principales.
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El modelo de componentes principales consiste en des-
componer la matriz de varianzas y covarianzas de un mode-
lo estadistico multivariante en tres matrices. Una de ellas es
una matriz diagonal que tiene ordenados en su diagonal prin-
cipal los valores singulares de la matriz de varianzas y cova-
rianzas. Estos valores singulares corresponden a la cantidad
de varianza absorbida por nuevas variables o dimensiones,
las cuales también son generadas por el propio método. Si
a esa matriz diagonal se le retiran columnas desde la dere-
cha, se iran quitando los valores singulares mas pequenos, y
si se acomoda el orden de las dos matrices restantes para que
se puedan multiplicar por esta nueva matriz diagonal reduci-
da y, que a su vez, la matriz que resulte de su multiplicacién
mantenga el orden de la matriz de varianzas y covarianzas,
entonces se tendria una matriz de varianzas y covarianzas apro-
ximada a la matriz de varianzas y covarianzas original (una
explicacion asequible del método de componentes principales
se puede hallar en Hair et al. [1999]).

Para el método de componentes principales, esta reduccién
en valores singulares tiene el objetivo de obtener un modelo
con una cantidad de nuevas dimensiones menor que el origi-
nal y que no pierda mucha informacion. Por otro lado, si bien
este proceso se emplea en este trabajo para que la TR pueda
enfrentar sistemas con ruido o no lineales, la interpretacién
es diferente. Al retirar los valores singulares, lo que se hace es
eliminar el ruido de los datos o ajustar la aproximacion lineal
para tener una estimacién del sistema subyacente sin ruido y
una aproximacion lineal al sistema no lineal, lo cual permite
generar una DI estimada para aproximar la DE real. Otra dife-
rencia es que, en el caso de la TR, su uso no brinda una tnica
opcidn, sino varias. Como se vera mas adelante, quitar pocos
o muchos valores singulares no necesariamente significa me-
jorar el ajuste de la DI con respecto a la DE, es decir, no hay
un criterio claro sobre cuantos valores singulares quitar, ni si-
quiera sobre el orden al retirarlos.

17



Todo lo mencionado sobre el método de reduccién de rui-
do o ajuste lineal de un sistema no lineal sera explicado con
mayor detalle en la segunda seccién del capitulo 2; su men-
cién aqui solo tiene el fin de hacer més asequible lo que se
realizara, asi como dar una mejor idea de su uso al mostrar
la semejanza que tiene con respecto al método de componen-
tes principales. Por dltimo, cabe mencionar que en el siguien-
te capitulo se detallara la TR en el caso de una DE infinita y sin
ruido, y a partir de ella se regresara al caso finito y estocasti-
co en el capitulo 2.

18



1. REALIZACION MINIMA DE SUCESIONES INFINITAS

En este capitulo se explicara la Teoria de la Realizacion (TR),
el tipo especifico de sistema dindmico X a emplear y la suce-
sion infinita generada por tal sistema, sobre la cual se aplica
la Tr. La formalizacién del concepto de sistema dinamico y de
sus propiedades aqui expuestas puede consultarse en la sec-
cion A.2 del apéndice A.

Partiendo de la idea intuitiva de sistema del capitulo ante-
rior, se dice que un sistema X es discreto cuando el tiempo T en
el que transcurre su actividad toma valores 0, 1, 2, 3, ..., es de-
cir, este sistema que se activa a “saltos” tiene por conjunto 7" a
los enteros no negativos T'= Z*°. Ademas, si el sistema puede
recibir g entradas numéricas, asi como generar p respuestas,
se dice que es un sistema multientrada y multisalida. Un sis-
tema X que sea discreto, multientrada y multisalida se designa
como DM, y su representacion puede verse en el diagrama 1.1.

Diagrama 1.1. Sistema dindmico discreto
multientrada multisalida

r— A
| |
1 O— —+—O P
ENTRADAS 20—, O 3 SALIDAS
3 O— ——O 2
g O— o0 1
R d

Fuente: tomado de Casti [1987: 2].
[19]



Cada una de las multientradas del sistema sera acomoda-
da en un vector del espacio vectorial R¢ (ver definiciéon A.1),
mientras que cada multisalida en un vector del espacio vecto-
rial Rr. Ahora, se dice que U es el conjunto de entradasy Yel
conjunto de salidas del sistema, siempre que sean subespacios
vectoriales' de Ry RPy contengan a todas las multientradas
y todas las multisalidas, respectivamente.

El sistema recibe una sefial y arroja un resultado en cada
tiempo k € T, sin embargo, esta secuencia de entradas puede
no ser admisible, es decir, el sistema tal vez no sea capaz de pro-
cesar esa entrada y convertirla en una salida;Y incluso, la su-
cesion de salidas quiza no sea alcanzada por el sistema.'! Esta
restriccién se modela mediante las funciones ii(k), i: Z*° - Ue
y(k), y: Z*°* > Y, las cuales seran la funcion de entrada admisi-
ble [Casti, 1987] o funcidén de control [Hinrichsen y Pritchard,
2005] y la funcion de salida [Casti, 1987], respectivamente.
Al conjunto de funciones de entrada se designa Q, y al de fun-
ciones legibles de salida I'. En lo que sigue, por simplicidad y
sin que exista confusion, a la multientrada y multisalida solo
se les denomina entrada y salida, de manera correspondien-
te. Asimismo, se asumira como entrada la funcién de entra-
da admisible.

Dentro de las posibilidades existen sistemas en los cua-
les es imposible entrever directamente su actividad interna
0, lo que es lo mismo, no se puede determinar de forma direc-
ta el patron temporal con el cual transmutan i (k) en y (k). Sin
embargo, la TR tiene la facultad de brindar un método para

IV'Un subespacio vectorial es un subconjunto de un espacio vectorial que garan-
tiza las propiedades de espacio vectorial.

V Por ejemplo, si se tienen baterias con carga muy baja y se colocan en un apa-
rato, este no realizard ninguna accién, ya que el estimulo eléctrico no es suficiente
para activarlo.

VI Por ejemplo, si se quiere que un auto alcance una gran velocidad, pero su
manufactura lo impide, por més que se pise el acelerador y se cambie la posicién
de la palanca de velocidades, no se podra obtener tal velocidad, el sistema auto no
puede alcanzar esa velocidad, esa salida.

20



acercarse a dicha pauta. Esto se consigue mediante el empleo
dela descripcion externa (DE) del sistema, entender su relacion
con la descripcion interna (p1), y aprender a construir la reali-
zacion de espacio de estado minimo (REEM).

Al inicio se construyd la idea de la DE de un sistema MD,
y de forma paulatina se agregaron caracteristicas al sistema
para definir el formato final de la DE. Si se concibe el sistema
como un agente que decide llevar a cabo la produccién de cier-
ta cantidad de bienes durante varios periodos. Se puede pen-
sar que formula un plan de produccién a donde indica cuando
iniciar la produccidén, bajo cuales condiciones partir, el nime-
ro de bienes a elaborar, la cantidad de insumos y el método de
fabricacion. Asi descrito, el plan se puede modelar como una
funcién, w, (k,d (k)), w,: T x Q- Y, donde (") fija la canti-
dad de insumos (entrada) en cada periodo, w,(:,") representa
el método de produccion empleado en cada momento a partir
de un tiempo inicial T € Ty, dadas ciertas condiciones inicia-
les, w, (k,u (k)) = y(k) asigna la cuantia de bienes producidos
(salida) en cada etapa y bajo una magnitud dada de insumos,
y a es un valor asociado con el tiempo t € T de inicio del proce-
so productivo.

Ala expresién w, se le nombra DE o funcién de entrada-sa-
lida. Ademas, como el sujeto puede tener mas planes de pro-
duccién vinculados con distintos tiempos de comienzo de la
produccién y condiciones iniciales, es posible agrupar a todos
en el conjunto F, indexando cada uno con los elementos a, £, v,
etcétera, de un cierto conjunto A. Este conjunto F se llama fa-
milia de funciones de entrada-salida indexadas por el conjun-
to A, y si el sujeto (sistema) cuenta con estas alternativas se
dice que esta descrito de forma externa.V!!

Ahora, si el sistema es tiempo invariante [Casti, 1987: 24],
es decir, si el sistema tiene una misma salida bajo una misma
entrada en dos tiempos distintos: en un tiempo inicial T y en

VII 1,a formalizacién del concepto puede consultarse en Casti [1987: 27].
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otro tiempo que es un corrimiento de T en £, unidades (diagra-
ma 1.2), entonces la DE del sistema no depende del tiempo en
que inicia; por lo mismo, se puede retirar su dependencia a a,
quedando

¥ (k) = w(k, @ (k) 1)

Diagrama 1.2. Invarianza temporal de un sistema

u X

x(") x()

u() () /\M /\/m
i> T i, t1 t->

T i, t1

Fuente: tomado de Hinrichsen y Pritchard [2005: 89].

Es mas, incorporando al sistema la cualidad de ser lineal
[Casti, 1987: 25], la DE adquiere su forma final; se vuelve una
transformacién lineal con respecto a Q. Una consecuencia
de que oo(k,-) sea una transformacién lineal en cada tiempo,
es que ahora se puede representar como una matriz del es-
pacio vectorial de matrices de orden p por q, M,x,, es decir
W(k) € M,,x,, con k € T, y por ello (1) se puede reescribir como

y(k) = Wik)a(k) @)

Al sistema que genera esta forma de DE, es decir, al siste-
ma DM, invariante temporal y lineal se le denomina como DMIL.

Una vez conseguida la configuraciéon final de la DE, se cons-
truye la nocion de b1 del sistema. Imaginense las interaccio-
nes entre maquinas y trabajadores, determinadas por las
habilidades de estos Gltimos, el tipo de maquinas, el orden del
flujo de los procesos productivos, etcétera. Una vez que en-
tran los insumos a la produccién, que incluyen el energéti-
co, el beneficio que el trabajador percibe lo lleva a activar las
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Interacciones con otros trabajadores y con las maquinas bajo
un cierto orden. Para saber como procede y transforma este
orden el insumo en producto, podria pensarse que se debe vigi-
lar de manera minuciosa todo el proceso, sin embargo, tan solo
con conocer algunas interacciones se podria conocer el estado
global del proceso de produccion. Esto conduce a la sentencia
siguiente: la interaccion de unos cuantos trabadores y maqui-
nas congrega la informacion suficiente para determinar todo
el proceso interno y el resultado de la produccién.

Para un sistema pwmiL, al igual que en el ejemplo anterior,
es factible asumir que existen s partes internas que congregan
toda la informacién cuantitativa necesaria para determinar
su desenvolvimiento interno y su salida. A estas se les denomi-
na variables de estado (VE), y al vector x € R®, en cuyas coorde-
nadas se acomoda la informacién cuantitativa de cada una de
ellas, se le conocera como estado del sistema (s).V™! Cabe acla-
rar que el ES es una cantidad proverbialmente no mesurable
de forma directa, y las variables de estado no son necesaria-
mente cantidades fisicas [Hinrichsen y Pritchard, 2005: 76];
para la Tr los Unicos elementos con sentido fisico son las entra-
das y las salidas [Casti, 1987: 3].

Dicho lo anterior, es posible afirmar que al conjunto de to-
dos los estados X € R* que puede alcanzar un sistema se le
llama espacio de estado (EE), y se supondra que tiene una es-
tructura de espacio vectorial.X Si la dimensién de X es finita,
se declara que el sistema DMIL es finito. Este tipo de sistemas se
nombraran como DMILF, y su dimensién variara en tanto se eli-
jan distintas cantidades de VE, pues no son Unicas y existe la
posibilidad de pasar de unas a otras [Rowell, 2002a: 2]. Cuan-
do se elija la menor cantidad de ellas se afirmara que X tiene
dimensién minima.

VI Para una interpretacién més formal de los conceptos de VE y ES se sugiere
leer a Chen [1984]. Para mejorar la interpretacion de los conceptos, se sugiere con-
sultar a Bay [1999: 13] y Rowell [2002a: 1].

X Definicién A.1.
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Ahora, suponiendo que el ES de un sistema DMILF en el
tiempo k+1, x (k+1) es afectado por
(1) La dinamica interna en el periodo inicial, es decir, por el Es
ent,x(1),y
(i1) El efecto de la entrada del tiempo anterior, (k)

Entonces, mediante la funcién de estado, @:TX TX Xx U—- X,
y la funcién salida, n: T'x X - Y [Casti, 1987], se define la des-
cripcién de estado (DES)

X (k+1) = @(k+1,7,% (), 4 (k)
y (k) = n(k, x (k) 3)

para todo k€T, 1<k,X en donde la primera es la ecuacién de es-
tado y la segunda la ecuacion de salida [Antsaklis y Michel,
2007: 48]. Ademas, por la propiedad (iv) (c) de la definicién
A.20,

o(k+1,7,x (7),0(k)) = @(k+1,k,@(k,t,x (1),0(k-1)),0 (k))

P(k+1,k,x(k),u(k))

Y como ¢ y 1 son auténomas del tiempo porque el sistema
es invariante,X entonces

¥k +1) = ¢ (¥(0),0kK))
y(k) = (%)) @

X Est4 condicién implica que esté bien definida la funcién de estado [Casti,
1987: 22], ademas de garantizar la unicidad de la solucién de (3) [Antsaklis y Mi-
chel, 2007: 51].

XI 1 es auténoma por la definicién de sistema constante de Casti [1987: 24], de
manera especifica de su inciso (iv). Por su parte, debido al punto (iii) de la definicién
antedicha, ¢ es independiente del tiempo y a cada valor que tenga en un tiempo
puede alcanzarse en cualquier otro.
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Como consecuencia de que el sistema también sea lineal,
1) (J_C(T),ﬁ(k)) yn (T(k)) son transformaciones lineales [Casti,
1987: 25], por lo cual es factible asociar a ellas de forma biuni-
voca las matrices F'€ Mgy G € Mgy y H € Mgy, respectiva-
mente, de tal manera que las ecuaciones en (4) se reescriban
como

x(k+1) = Fx(k) + Gu(k) (5)
y(k) = Hx(k)

Ala terna de matrices (F, G, H) que garantizan (5) Vk € T
se le llama la b1 del sistema y, ademas, si se dispone de mini-
malidad en X, la p1 sera minima.

Luego, para revelar el nexo entre DI y DE se busca la solu-
cién de (5) para un tipo particular de entradas. Tomando un
tiempo k € T positivo arbitrario pero fijo, entonces

x(k)=Fx(k—1) + Gu(k — 1) (6)
y(k) = Hx(k)

Al emplear la primera ecuacion de (6), tomando como esta-
do inicial X(0) = 0 se generan las siguientes expresiones

(1) =Fx(0) + Gu(0) = ¢u(0)

x(2)=Fx(1) + Gu(1) = FGu(0) + ¢u(1)

¥(3) =F%(2) + 67(2) = F (F6T(0) + 6(1) ) + Gu(2)
=F26u(0) + FGu(1) + ¢u(2)

%(4) = FX(3) + 6T(3) = F (F?61(0) + FGT(1) + 6U(2)) + 6u(3)
=F36u(0) + F26u(1) + FGu(2) + ¢u(3)

x()=Fx(k—1D)+G6u(k—D)=F*16u0)+F¥26u(1)+ - +FGuk—2)+Gu(—1)
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Ahora, al sustituir X¥(t) en la segunda ecuacién de (6)
resulta

y()=H (F 16T +F*26T( D4+ FGU(k - 2)+Galk — 1))
=HF*16u(0)+HF*26u(1)+ -+ HFGu(k—2)+HGu(k—1) @
k=1
— 2 HFk—(i+1) G¢u i)
i=0
donde a C(n — k) = HF*(*+)¢ se denomina matriz de res-
puesta al impulso unitario de tiempo discreto [Antsaklis y Mi-

chel, 2007: 72]. Para enlazar la DE y DI se emplea la siguiente
funcién de entrada*" dada por

0
7:() = 8G)i + 6G — k);
0

con §(l) = {é i; ll ; 8 en una coordenada cualquiera, pero fija i de

y;(k)y para todo en 0 < j < ky al sustituir en (7), entonces se
obtiene
k—1

y(k) = Y HFED763,(r)
r=0

= HF*163,(0)
= HF*-1G,;

)

Luego, al considerar la misma funcién de entrada y;(k)
para la DE (2), se tendria que la funcién de salida esta dada
por

y(k) = G(k)y; (k) 9)
= G(k) 5l

X115 cual se define en el cuarto parrafo del capitulo 1.
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Por consiguiente, al comparar las ecuaciones en (8) y (9),
se sigue que G(k).; = HF*~1G.;. Y debido a que i es arbitrario,
entonces

G(k) = HF*"1G,Yk €T (10)

Haciendo patente el vinculo entre DE y DI, y motivando la
siguiente definicion.

Definicion 1.1 (realizacién en espacio de estado minimo).
Sea Zr una sucesién de matrices en Mpxq que es la DE de un £
DMILF, y sean F € R™" G € R™4y H € RPX" matrices. Se dice
que la terna de matrices (F, G, H) es una realizacién de dimen-
s16n r de un sistema DMILF, a la cual se denomina DI, siempre
y cuando

{Z(k)Yker = {HF*1G}ker

Con Z(k) elemento de Z. Si cada D1 del sistema DMILF tiene
una dimensién mayor o igual a r, entonces se dice que (¥, G, H)
es una realizacion de espacio minima y se le llama b1 minima.

Una vez relacionadas la DE y la bI minima, se encauza el es-
fuerzo hacia el tema de la realizacién en espacio de estado mi-
nimo (REEM), es decir, como construir la bI mediante la DE de
un sistema DMILF. Para generar esta DI minima se utilizé un
concepto matematico que se presenta mediante la siguiente
definicion.

Definicion 1.2 (matriz de Hankel). Sea Zr una sucesion
de matrices en Myy4. La matriz de Hankel (##) de dimension
np X mq, correspondiente a Zr, se define como

Z11 Z12 ~ Zim

Z21 Z22  Zym
Hym(Ly)=| + : -~
Zn,l Zn,Z Zn,m

donde Z;  es el elemento Z(i+j—1) € Mpygde Zr, V (i,)) € Np X Ny,
Debido a esta propiedad, los bloques antidiagonales de la MH
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son conformados por las mismas matrices de la sucesion, es
decir, Z; ;= Z(i+j—1) = Z((-1)+ +1)-1) = Z;_1 js1,coni=1,..,n
yj=1,..., m—1. Por otro lado, cuando no exista confusién sobre
a qué sucesion alude la MH, o bien, si el uso del concepto no re-
quiere mencionar abiertamente la sucesion a la cual esta aso-
ciada, entonces se usara simplemente Hy m.

Se recomienda inspeccionar otra forma de enunciar la mMH,
la cual puede hallarse en la definicién A.24. Esto con el fin de
descifrar la demostracién realizada de la condicién de necesi-
dad del teorema A.15 (a), ya que ella es en si el algoritmo em-
pleado a continuacién para generar la bI minima.

A continuacion se define un sistema DMILF de forma exter-
na para aplicar la REEM, lo cual facilitara afianzar conceptos y
procesos. Supéngase que dicho sistema en forma externa re-
cibe entradas desde U c R?y genera salidas en Y € R como se
muestra a continuacién

y(k) = A(k)u(k)
donde su DE esta dada A(k) : T — M« definida como

A = (a2 (D), a,(V) = (1,1
AQ2) = (a11(2),a12(2)) = 3,1

2

: k
A(k) = (a11(k), a2 (k) = z J Z aiz(k —j)
=1

=1
k>2
Es decir,
k
(Zj,l) si k=1,2
A(k) = ];1 ,
(Z j: Zalz(k—i)) si k>2
=17 i=1



Ahora bien, segun lo dicho en la prueba del teorema A.15,
hay que determinar los valores a, B y n, tales que el rango
(Hp+i,a+j ({AK) Iker)) =nV(i,j) € {01} xZ*0 El méto-
do de apoyo para la busqueda se puede ver en el siguiente
algoritmo.

Algoritmo 1.

1. Postular valores tentativos de a y

2. Comprobar sirango (Hg, a) rango(Hg 14) =1

3. Constatar que para ] € Z %0 suficientemente alto se ga-
rantice que rango (H, B+ia+ ]) =n
Los dos casos posibles son:
3.1. Sila condicién se cumple, entonces paso a 4
3.2. Sila condicién no se cumple, entonces regreso al paso

1

4. Demostrar que para a, 8y n, y para toda j € N, se mantie-

ne la condicién: rango (Hg1q,44;) =N

Frente a este proceso, un sistema que no sea finito no ad-
mite la demostracién del paso 4; ademas, para un sistema fi-
nito puede ser dificil llevar a cabo esta demostracién. Un
ejemplo del caso de la no finitud es cuando se considera el sis-
tema tedrico que tiene por DE a los niimeros primos, el cual no
admite REEM [Casti, 1987] y, por tanto, no posibilita el paso 4.
Por otro lado, buscar soluciones generales para sortear dificul-
tades en el paso 4 cuando el sistema sea finito es algo que no
atane a los objetivos del presente trabajo. X!

Dentro del marco anterior, se postula lo mas simple: a==1,
asi se tienen las siguientes MH:

11
Hﬂ,a = (1 1) HB+1a = (ﬁ)

X ] paso 4 solo tiene dentro de los objetivos de la investigacién un semblante
ilustrativo, de apoyo al entendimiento del proceso de la REEM de un tipo particular
de DE y de algunos de sus dilemas implicitos.
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donde es claro que la suposicién es errénea, ya que el rango
(Hgq) = 1 # 2 =rango(Hg41,¢). Ahora, postulando f =5y a=3,
se tienen las siguientes matrices:

L1031 6 3 11 31 6 2
31 6 2 10 3
31 6 2 10 3
6 2 10 3 15 5| (11)
Hss=|6 2 10 3 15 5 |Hya=| 0 5 10 2 22 o
10 4 15 & 21 & 15 5 21 8 28 1
15 5 21 8 28 13 2
21 8 28 13 36 21

donde no es nada recéndito notar que el rango del par de ma-
trices es el mismo n = 5, y tanto las cinco primeras filas como
las cinco primeras columnas son independientes, en ambas
matrices.

Para comprobar el paso 3, hay que cerciorarse de que el
rango de He34j sea igual a 5 para j € Z*0 suficientemente alto.
Sin embargo, en vez de comprobar esto, se verifica una sen-
tencia equivalente. Primero habra que notar las marcas grises
colocadas en las columnas pares de las matrices en 11. Ellas
sefnalan que, al tomar tres columnas pares consecutivas, la
suma de las dos primeras iguala a la Gltima. En varias situa-
ciones esto no podria extenderse a Hg3+j, V j € Z*0, pero en
este caso si.XV A partir de esto, es elemental probar que las dos
primeras columnas grises de Hg 3 son una base (definicién A.5)
del espacio vectorial de las columnas pares de Hg3+j, Vj € Z +0,

Por la caracteristica mencionada, la sentencia equivalente
es determinar si las tres primeras columnas impares de Hg3
(sin tono gris) son una base del espacio vectorial de columnas
impares de Hg 3+, paraj € Z +0 suficientemente alto.XV Para esta

XIV 1,2 demostracién de este hecho es relativamente simple considerando que
ay9(k) es el elemento k-ésimo de la sucesiéon de Fibonacci. Se dejan los detalles de la
demostracién en manos de la persona interesada.

XV De cumplirse esto, dado que las primeras dos columnas en tono gris de Hgs
son base del espacio de columnas impares de Hg s.j, V j € Z*°, entonces las cinco pri-
meras columnas de Hj 3 son una base del espacio de columnas de Hg 34, para j € Z*,
suficientemente alto. Asi el rango de Hg 3.; para el j € Z* suficientemente alto es 5.
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confirmacién se emplea el cédigo C.2 tomando como j € Z*+0 su-
ficientemente alto a j = 1 000 000. El cédigo arroja que el rango
de Hg 34 es igual a 5. Por consiguiente, la evidencia computa-
cional sobre el rango de Hg 3+ j termina por satisfacer el paso 3.

Ahora solo resta confirmar el paso 4, es decir, pasar de la
evidencia computacional a una demostracién sobre la dimen-
sién. Para esto solo basta demostrar que las tres columnas
impares de Hg 3 son base del espacio de columnas impares de
He34j, V j € Z*°. Pero esto es cierto y su demostracion elemen-
tal, por lo que se deja en manos de la persona inetresada. X! Es
asi que se asegura que =5, a = 3y n = 5 verifican la condi-
ci6n del paso 4, por tanto, puede continuarse con la siguiente
parte del algoritmo de la REEM.

La parte (II) en la demostracién del teorema A.15 (a) es
confeccionar las matrices Ay y Ay. La primera esta constituida
por las cinco primeras filas independientes de Hs 3, mientras
que la segunda lo esta por las cinco filas que se encuentran
u posiciones debajo de las cinco primeras filas independien-
tes de He 3, donde u es el nimero de filas de los elementos de
{A(k)}ken, es decir, =1, asi:

11 3 1 6 2 31 6 2 10 3
31 6 2 10 3 6 2 10 3 15 5
Ag =6 2 10 3 15 5| Ap=(10 3 15 5 21 8
10 3 15 5 21 8 15 5 21 8 28 13
15 5 21 8 28 13 21 8 28 13 36 21

El siguiente peldafio, el (III), en el algoritmo es construir
cuatro matrices a partir de Aq, Az y Hy 3.1a matriz M de orden 5

XVI Qe sugiere utilizar la proposicién A.7 que ha sido planteada y probada. En
ella se postulan tres escalares 1, -3 y 3, obtenidos gracias al ejercicio computa-
cional, y se demostré que para cualesquiera cuatro elementos consecutivos aq;(k),
aq(k + 1), a;1(k + 2) y ay;(k + 3), el cuarto es combinacién lineal de los primeros tres
con los coeficientes 1, -3 y 3. Esto hace que las tres primeras columnas no grises de
Hg 5, dado que son independientes, sean una base del espacio de columnas impares
de H6,3+j ) V] € Z*,
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originada por las cinco primeras columnas independientes de
Ag; la segunda es la matriz M* de orden 5 que ocupa las colum-
nas de A}, en las mismas posiciones que lo hace M en A,; la ter-
cera es la matriz M; de orden 1X3 que ocupa las columnas de
Hj 3. en las mismas posiciones que lo hace M en Ag; y la cuarta
es la matriz M, de orden 5 X m que ocupa las primeras m colum-
nas de A,, donde m es el nimero de columnas de cada matriz
de RE, en este caso m = 2. Bajo estas especificaciones tenemos:

1 1 3 1 6 31 6 2 10
31 6 2 10 6 2 10 3 15
M=|6 2 10 3 15 M*=|10 3 15 5 21
10 3 15 5 21 15 5 21 8 28
15 5 21 8 28 21 8 28 13 36

1 1

3 1

M;=(11316) M,=|6 2

10 3

15 5

La ultima maniobra en el algoritmo, la (IV), es definir la
realizacién (F, G, H) de {A(k)}ien, lo cual se logra al tomar
F=MM? G=M,y H=M,M"*, donde M es la matriz inver-
sa de M. Estas matrices avalan lo dicho en la definicién 1.1, es
decir,

{HF*1G}ken = {(A11(k), A12(K)}ken

lo cual se puede atestiguar con mayor concrecién, hacien-
do algunos calculos. Finalmente, cabe aclarar que no exis-
te unicidad en la RI minima. Si bien es una aserciéon valida
la no unicidad, segin la proposicién 2.3 de Schutter [2000:
6] y el teorema 6.9 de Casti [1987: 133], si dos realizacio-
nes minimas corresponden al mismo sistema, ambas son
equivalentes algebraicas (ver definicién A.21), por lo cual
HF'G = (HT)(TFT)Y(T1G) = HFTG, asi que, obteniendo una
realizacién minima, las demas son realizaciones debidas a
cambios coordenados mediante la matriz 7' no singular.
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2.TEORIA DE LA REALIZACION: FINITUDY ALEATORIEDAD

2.1. REALIZACION MINIMA DE SUCESIONES FINITAS
EN EXPANSION

La Tr ha podido sortear el asunto de realizar sucesiones de
matrices finitas. La realizacién minima en tal caso se de-
nominara realizacion parcial minima (Rp™m). El porte de tal
proceso es lo que a continuacién se explicara mediante un
ejemplo, cimentado en los lemas, teoremas, definiciones y
algoritmos computacionales encontrados en los apéndices A,
B y C, por lo cual se exhorta a que no se soslayen.

Como preambulo, se define la sucesién parcial que se utili-
zaré adelante para ilustrar la RPM. Sea la sucesion parcial Gy, ,
con elementos en M,,» dados por:

) =03 =06 =01
i5) 96=(521) 9=((328) 90=(130)
ss) 90=(3533) 91=(5966)

Luego, dado que el despliegue para formar la RPM se hara

mediante la aplicacion de lo dicho en el teorema B.4, entonces
se ha de comprobar su hipétesis, es decir, se deben encontrar
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a, B € N minimos, a < 1, es decir, Y € Ny.00, y 1, tales que f +
Yp=11y

rango(Hg,a) = rango(HB,aH) = rango(HgH,w) =n

Para localizarlos es posible emplear el AF en la definicién
B.1. Tiene la ventaja computacional de que tal descomposiciéon
mejora la precision en el calculo del rango de la mMH, lo cual es
valioso cuando los valores de las matrices en la DE son pequeiios o
el nimero de matrices es muy grande, ya que el uso de las fun-
ciones usuales de calculo del rango corrompe los valores, so-
bre o subdimensionandolos. El AF permite exponer Hy s como la
multiplicacién de dos matrices: una matriz triangular inferior
en R, P,,€ I, , con diagonal principal de unos, y Qs € My, s,

911 912 - Y912
Ho= | 020 022 1 02
92,1 92,2 -~ 92,2
g g@) - g(s)
9@ g3 -~ g+1)

9 gar+1) ~ glr+s+1)

1 11 912 .. 91,2
| P21 1 21 qz2 - 422
b2ra P2,2 - P2.2,, 1 92,1 42,2 - 42,2

= Pr,rQr,s

y por la demostracién del lema B.1, el rango H,s = n siy solo
si @, tiene sus primeras n filas no nulas, es decir, el rango de
la MH es igual al nimero de filas no nulas de g, ;. Sin embar-
go, en esta oportunidad no se utiliza. La precision del cédigo
C.3 que se emplea para este ejercicio no se ve sensiblemente
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alterada, y la mencién se vuelve anecdética, aunque con impli-
caciones practicas importantes. Asi, se pasa a dar el siguien-
te algoritmo.

Algoritmo 2 (determinacion de a, B, y n de Hg q).
1. Formar las matrices Hg o, Hp ¢ 41, con B, a = 1.
2. Obtener el rango de Hg o y Hp 4 41
2.1 Siel rango de las matrices es igual, entonces se pasa
al inciso 3;
2.2 Siel rango de las matrices es distinto, entonces se de-
fine B =B + 1,1 y se pasa al inciso 1 aplicando este S.
Formar la matriz H[)’,a 1
4. Obtener el rango de Hp 441
4.1 Siesigual al rango de Hp 4, entonces se sigue al inciso
5;
4.2 Si no es igual al rango de Hpgq, entonces se define
a=a+ 1My gse pasa al inciso 1.
5. Formar la matriz Hg 14
5.1 Si B+ a + 1 = 11, entonces se define Y = a y se
concluye.
5.2 Sif+a+1<11, entonces se defineyp =11-(B+ 1)y
se pasa al inciso 6.
6. Obtener el rango de Hg, 1
6.1 Si el rango de Hpq y Hp, 1,y es el mismo, entonces se
toman los valores vigentes de 8, @ y ¥, y n igual al ran-
go de Hp o, y se concluye.
6.2 Sielrangode Hpqy Hp,q y es distinto, entonces se de-
fine B =B + 1 *X y se pasa al inciso 1.

®

Al ejecutar el codigo C.3, la primera linea obtenida com-
prueba que los valores son § =5, =5, =6y n=10. Con esto

XVITEg decir, se redefine B tomando su valor inmediato anterior, sumandole 1.
XVII g decir, se redefine a tomando su valor inmediato anterior, sumandole 1.

XIX s decir, se redefine B tomando su valor inmediato anterior, sumandole 1.
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se obtienen todos los datos que son menester para cumplir la
hipétesis del teorema B.4. La MH que se consigue es:

1 6 210 3 15 5 21 8
2 6 3 10 5 15 8 21
10 3 15 5 21 8 28 13
3 10 5 15 8 21 13 28
15 5 21 8 28 13 36 21
5 15 8 21 13 28 21 36
21 8 28 13 36 21 45 34
15 8 21 13 28 21 36 34 45
8 28 13 36 21 45 34 55 55

21 13 28 21 36 34 45 55 55
28 13 36 21 45 34 55 55 66 89
13 28 21 36 34 45 55 55 89 66

—_
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Ahora bien, las siguientes dos matrices arrojadas por el
mismo cédigo son Pig 15y Q12,12, en valores redondeados. Ellas
se desprenden al imponer sobre Hg g el AF y se pueden apre-
ciar como:

1 0 0 0 0 0O O O O O 0 O

11 0 0 O O O O O O 0 O
321 0 0 O O O O O O0 O

1 0-1 1 0 0 0 0O O O 0 O

6 4 2 0 1 0 0 0 0 O 0 O

2 2 -2 2 1 1 0 0 0 0 0 O
P212=110 8 4 1 2 0 1 0 0 0 0 0
3 2 -4 3 2 2 1 1 0 0 0 O

1512 5 1 4 0 2 1 1 0 0 O

5 4 -5 4 4 3 2 1-1 1 0 0

2118 6 2 6 1 4 5 4 -0 1 0

8 6 6 6 6 5 6 0 -5 4 1 1

11 3 1 6 210 3 15 5 21 8

o 0 -2 2 -4 4 -7 7-10 10-13 13

0 -2 0 -4 -2 -9 -4-14 -9-22-16 -30

o 0o 0o 0 -3 -3 -6 -6-11-11-17-17

o 0o 0-3 0 -4 0-7-0 -9 -1-12

0, ={0 0 0 0 0 -4 -0 -8 -1-13 -3-20
1212 o 0 0o o 0 00 0 1 1 1 2
o o o 0 0 0 OO O O 1 O

o o o 0 0 O O O0-0 1 -2 2

o 0 0o 0o 0 0600 0 O0-0 1

o 0o 0o 0o 0 0O 0O O 0O 0 O0 O

o o o o 0 0 0 O O O 0 -0

Ahora, al proseguir con la idea del teorema B.4, para poder
obtener la realizaciéon minima del ejemplo, se deben construir,
mediante Py 15 y @1219, las matrices P’ig 10, P*10,10, Gi0 Y Hio-
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Estas matrices corresponden a las matrices 4, 5, 6y 7 en la sali-

da del cédigo C.3 y se pueden percatar debajo:
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N nMm
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oo
oo
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(=R ]

i

e

Il
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1040000000
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Luego, mediante (1) y (2), y dado lo expuesto en el teorema
B.4, se obtiene la matriz F},, que corresponde a la cuarta ma-

triz del algoritmo computacional 2, la cual se puede vislum-

brar como sigue:

-1

Fio = (P'1010) P*10.10
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Con las matrices Fio, Gioy Hip en (3) y (4), se vislum-
bra ya la realizacién minima de Gy,; en consecuencia,
g(@) = Hyo(F10)7 Gy, V i € Nyj, lo cual se hace constar con las
ultimas 11 matrices en la salida del c6digo C.3:

a=(11) a=(3 1) &=(§ 2) a=(3)
35=(218) 9:=(%38) 9=(8%) 6=(33)
do=433) 900 =(2 B) 51 =(55 %)

Para clausurar esta seccidon se participan al lector dos co-
sas. La primera es que si la sucesion finita Gy, , se llegara a ex-
pandir a GNk, k > 11, la nueva rpM, a saber F;,, G,y H,;, es tal

que:
F,=Fy; G, =Gy Hy=H,

siempre y cuando n’=n = 10 o, por otro lado,

f f1 10 f1,11 v fam F fii - fox
.ot n o
F,= f101 f1010 f1011 fron' | _ f1o11 -~ fion
"o fia - finio f11,11 f11n f111 f11 10 far = i
fn’,l--- fn’,lo fn',ll fn’,n’ fn,l fn',lO fn',ll fnl,n'
g11 . Gip gd11 912 G
P : : n
G, = G101 - G1og 9101 9102
VTl G111 - G | T | G111 9112 Jd111 9112
In'1 - Gn'y In'a1 9n'2 In'1 Gn' 2
hi1 ... hi10 hia1 - Ay
T X : 1n _ hiy -+ hi10 higr - Ry
A U R VY S ) hag - hago haa1 - o
w1 Mo Apar - Myn! ’
_( H hi11 - hl,n' )
N hyyy hy
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cuando y solo cuando n’ > n = 10. Este hecho es una propiedad
de la rRPM de una sucesién en expansion. Si se tiene una suce-
sién potencialmente infinita, cuyos elementos forman un sub-
conjunto de Muxn, al tomar dos sucesiones parciales de ella,
donde la segunda expande a la primera, y elaborar sendas ma-
trices de Hankel que garanticen las hipétesis del lema B.2, se
satisface que los valores B, @, ¥ y n de la primera sucesion, y
las cifras 8, «’, ¥’y n’ de la extendida, se enfrascan en la si-
guiente relacién de orden: S < B, a<a, Y <Yy n<n’. Apar-
tir de esto, y del lema B.2, se llega a avistar que los pares de
matrices Pgyq g1 Y Qpi1,y, Y Ppr1,p+1 Y Qpy1 ., Tespectivos a la
primera y segunda matriz de Hankel cumplen que:

Ppiipr1 = (Ppe1p+1) 13+ D0 1:(B+1)n
Qp+1,p = (Qps+19)1:3+ 1y

o de otra manera:

Pgi1,+1
PB’+1.I3'+1: Pup+1,1 -+ Pup+iup 1
Pu'pr o Pupup Pu'ptriop+r - 1
Aqiyn+1 - Gy’
Qp+1y e
QB'+1.¢' - Auym+1 ... Q1op,y'y
Qup+1,1 - Quu+ivn Quup+ton+1 - Quptiv’y
qu’u,l qu'u,vn qu'u+1,vr]+1 qu'u+1,v’r)

A partir de esto ya es flagrante por qué una rRPM de una su-
cesidn parcial termina siendo parte de la RPM que se obtiene al
expandir dicha sucesion.
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La segunda es que a la subsucesién parcial se le demanda
cumplir con la condicién del teorema B.4:

rango Hp .(Jx) = rango Hpg ,41(Jx) = rango Hg4 (Jx) =n

Sin embargo, algunas subsucesiones no la garantizan. En
este caso, sobre la subsucesion es posible hacer dos cosas para
que la cumpla: (1) aumentar su numero de elementos, activan-
do el sistema o (i1) expandir su numero de elementos, pero sin
emplear al sistema [Schutter, 2000: 12]. Bajo la Gltima op-
cién, debe advertirse que pueden existir diversas extensiones
de matrices que aseguran el cumplimiento de la condicién. Lo
que se sugiere es optar por aquella que garantice que el orden
del sistema minimo sea el mas pequeno entre todas. La deter-
minacién de tal extensién es un proceso que se puede exami-
nar en Kalman [1971].

2.2. REALIZACION ESTOCASTICA: AMPLIACION DE LA RPM

La realizacion de una DE finita de un sistema tiene dos han-
dicaps. El primero estriba en que los valores de la sucesién
pueden corromperse por efecto de la aleatoriedad, generando
desviaciones estocasticas de los valores reales del sistema; y el
segundo gravita en torno a que el sistema puede tener natura-
leza esencialmente no lineal.

En ambos casos, las condiciones que debe tener la matriz
de Hankel para la génesis de la realizacién minima casi nun-
ca se cumplen o, en su defecto, se cumplen, pero se obtiene aun
asi un sistema sobredimensionado, es decir, su dimensién sub-
yacente es menor a la que se obtiene a partir de las medidas
con ruido, o es una “mala” aproximacién lineal a un sistema
subyacente esencialmente no lineal.

Esta tesitura puede ser corregida al depurar lo estocastico
de la sucesion, o provocando una “mejor” aproximacion lineal
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al sistema esencialmente no lineal. Existen dos tipos de mé-
todos para realizar esto: el de caja blanca y el de caja negra
[Schutter, 2000: 17]. El método que se empleara reside en un
segundo tipo. Consiste en confeccionar un modelo de baja di-
mensién sin conocer el estado interno del sistema y sin poder
conocer el grado de aleatoriedad de los datos. Tal método, ade-
mas, segin Kung y Arun [1987], combina dos atributos: per-
mite disminuir la complejidad computacional y produce una
“suavizacion” de las perturbaciones en los datos.

El modelo de baja dimensiéon emplea el teorema A.14 de
descomposicion del valor singular (SvD, por sus siglas en in-
glés), el cual dice que cualquier matriz A € R™™ puede ser des-
compuesta en tres matrices T, T’y X4, las cuales satisfacen
que A=TZ,T’, donde I, es la matriz cuya diagonal principal
tiene los valores propios de A.

Se empleara el algoritmo de componentes principales de
Hankel (pHC, por sus siglas en inglés), que utilizan Arun, et al.
[1983: 223] para hacer el modelo de baja dimensién. El algo-
ritmo PHC se puede ver de forma compacta y general mediante
el formato que emplea Schutter [2000: 13], aunque aqui se in-
corporan precisiones y extensiones:

(1) Dada una sucesién Gy, con elementos en M, x,, se obtiene
suMH H, s € M, s, donder +s=n+ 1.
(2) Mediante el teorema svp, se hallan las matrices U, Vy X

tales que H,,= ULV

(3) Sea {o;} la diagonal principal de Z y n el nimero total de valo-
res singulares 6(A). Se conservan Unicamente los k < n va-
lores que sean “significativos”,** donde k es multiplo de p,
para poder cumplir una de las hipétesis del teorema B.4.

XX La “significancia” de los valores singulares se explicara mas adelante al de-
sarrollar el ejercicio. Amén de que en las conclusiones se extienden algunas obser-
vaciones importantes al respecto.
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(4) Se confeccionan tres nuevas matrices: Uy = U. 1.4, 2k = Z1 1
y Vk= Vi

(5) Se obtiene la matriz reducida en w;, = n — k valores sin-
gulares de H,; (Gy,,), la cual se define como HTf{dwk (Gnn)
= UpZk Vi € M, xsn, con k el nimero de valores singulares
mas importantes (sin que exista confusion en cuanto a qué
sucesion hace referencia, inicamente se designara como

Hredwk
(6) Y se genera la n1 de la matriz reducida Hyeq,,

La matriz reducida Hyeq,, en general no contara con una
estructura de MH, es decir, los bloques antidiagonales no se-
ran iguales. Sanliturk y Cakar [2005: 620] brindan una forma
para tomar toda la informacién de la matriz reducida. Esto se
logra al obtener los elementos promedio de cada bloque anti-
diagonal de la matriz reducida y con ellos formar una MH del
mismo orden. Sin embargo, en el presente trabajo se emplea-
ran Unicamente las matrices reducidas para generar la reali-
zacion minima (Fy, Gy, Hy).

Un segundo comentario es que los k valores singulares
significativos se obtendran mediante el promedio de las dis-
tancias, elemento a elemento, de la DE real y la DE estimada.
Proceder de esta manera permite considerar toda la infor-
macién y brinda con ella un elemento representativo de la
cercania entre ambas DE. Sin embargo, como se analiza en
las conclusiones, una zona de oportunidad emerge ya que no
existen criterios Gnicos y menos aun condiciones generales
para determinar los valores singulares idéneos para descri-
bir el sistema subyacente, sin ruido, con base en la DE real con
ruido.

Ahora, para ilustrar el proceso de obtenciéon de una reali-
zacién de baja dimensién, se emplean los resultados que arro-
ja el codigo C.4, y la siguiente sucesién Gy,
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36 21
21 36

32) -5 -

9s :(1?? 12) Ie

45 34 _[55 55
34 45) 910 =\55 55
Inicialmente se obtienen los valores r, s y n asociados con

las 10 matrices, y se construye la MH respectiva. Mediante el

co

9o

=10,

digo C.4, los valores que se obtienensonr=5,s=6yn

asi la MH es:

J

Posteriormente se emplea el algoritmo svD sobre la matriz

anterior, consiguiendo las matrices:
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-0.1-0.1 -01 -0.1 -0.2 -0.2 -0.3 -0.3 -0.4 -0.4 -0.5-0.5
01-01 02 -02 03-03 04 -04 04-04 03-03
-03 03 -03 03 -02 02 -01 01 01-01 0.5-0.5
-04-04 -04 -04 -03 -03 -01 -01 01 0.1 0.2 0.2
04 04 -01 -01 -02 -0.2 -04 -04 -0.2-0.2 03 0.3
V=| 05-05 0. -0. 0.1 -01 -03 03 -02 0.2 0.3-0.3
02 02 -05 -05 03 03 0. 0 03 03-0.2-02
02 -02 -06 06 02-02 0. -0. 03-03-02 02
-03 03 -01 01 06 -06 -01 01 -03 0.3 0.1-0.1
-02-02 -01 -01 05 05 -02 -02 -03-03 0.2 0.2
-01 01 02 -02 01 -01 -06 04 05-03-01 0.1
-0.1-01 02 0z 01 01 -04 -06 03 05-01 01

Después habra que elegir los valores propios mas sig-
nificativos de X. Para esto se hace que z sea un multiplo de
u menor que n [punto (3) del algoritmo PHC], es decir, z = 2,
4, 6, 8. Entonces, tomando para cada z las submatrices
UZ = U,l:z’ 2:z = 2“llzz,lzz y VZ = Vl:z,: en:

Py Xya- V.
U=(U; U; . ) = Z,Z z,q-2 V = Z,:
eUpa) 2 (zp_z,z Zp-zq-2 ) (Vq)

donde p, q son el nimero de filas y columnas de X, respectiva-
mente, y multiplicando cada terna, se obtienen cuatro matri-
ces reducidas Hreq, , (GN,,) € Mipx12:

Hyeqy=U227V>

3.856 0555 5883  0.838 8.296 1522 11046 2.884 14.016 5.476 17.041 10.124

0.555 3856 0838 5.883 1.522 8.296 2.884 11046 5476  14.016 10.124  17.041

5.498 0961 8388 1453 11843 2532 15.807 4.59 20.139 8.401 24.641 15134

0.961 5498 1453 8388 2532 11.843 4.59 15.807 8401 20139 15134  24.641

7379 1817 11255 2756 15939 4.527  21.394 7.645 27.51 13.124 34.141 22489

- 1817 7379 2756 11255 4.527 15939 7.645 21394 13124 2751 22489 34.141
9.435 3457 14389 5253 2048 8212 27745 12966 36.214  20.751 45958 33.433

3457 9435 5253 14389 8212 2048 12966  27.745 20.751 36.214 33433 45958

11.546 6446 17.604 9.808 25255 14.788 34.713 22104 46348 33154  60.743 50.056

6446 11546 9.808 17.604 14788 25255 22104  34.713 33.154  46.348 50.056 60.743

Hyedy=Ua24Vs

0968 0651 3.052  1.098 6.1 2.009 10.049 3.234 14.992 5106 20961  7.809

0.651 0968 1.098  3.052 2.009 6.1 3234 10.049 5106  14.992 7.809 20.961

3065 1173 5995 1802 9.974 3.042 14952 4.929 20.976 8.045  28.043 13.008

1.173 3.065 1.802 5995 3.042 9.974 4929 14952 8.045 20976 13.008 28.043

6.084 2089 9973 3.097 14.922 4919 20922 7.88 27974  12.881 36.072 21.146

- 2089  6.084 3.097 9973 4919  14.922 7.88 20.922 12881 27974  21.146 36.072
10.003 3232 14958 5. 20.941 7961 27963  12.827 35998  20.893  45.031 34.163

3232 10.003 5. 14.958 7961 20941 12.827  27.963 20.893 35998  34.163 45.031

14958 4793 21.037 7994 28.07 13.049  36.06 21165  45.015 34105 54947 54.841

4793 14958 7.994 21.037 13.049 2807 21165  36.06 34105  45.015  54.841 54.947
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Hyea,=Us26Vs

0.99 0982 3.005 1.053 6. 1975 9.997 2997 14.992 4977

0982  0.99 1.053  3.005 1.975 6. 2997 9.997 4977  14.992

3.008 1.069 6.017 1823 10.01 3.068  15.005 5.01 20.996 8.085

1069  3.008 1823 6.017 3.068 10.01 5.01 15.005 8.085  20.996

5997 1945 10.003 3.127 14972 4957  20.999 7.992 28.005  12.936

- 1945 5997 3127 10.003 4957 14972 7992 20999 12936  28.005
9993 2992 14991 5032 21.013 7.984 27997 12998 35996  20.987

2992 9993 5032 14991 7984 21.013 12998  27.997 20987  35.996

15.005  5.015 21.001 796 28.001 13.016 36.002  21.002 45.002  34.019

5015 15005 796 21.001 13.016 28.001 21.002  36.002 34.019  45.002

Hrea,=UgZgVsg

0.996 1003 2999 1001 6.008 1.996 9.999 3. 14.996 5.002
1.003 0996 1.001 2999 1.996 6.008 3. 9.999 5.002 14.996
3.002 0999 6.001 2. 9.996 3.002 15.001 5. 21.002 7.999
0.999 3.002 2. 6.001 3.002 9.996 5. 15.001 7999  21.002
6.007 1996 10.002 2999 14.987 5.006 21.003 8. 28.006 12998
= 1996  6.007 2999 10.002 5.006 14.987 8. 21.003 12.998  28.006
9.993 3.004 14998 5001 21.014 7995 27997 13. 35993  21.001
3.004 9993 5001 14998 7995 21.014 13. 27.997 21.001 35993
15.002 4999 21001 8. 27996 13.001 36.001  21. 45002  34.
4999 15002 8. 21.001 13.001 27996 21. 36.001 34. 45.002

A partir de ellas se pasa a elegir cuales son los primeros z
valores propios significativos. Con este fin, y apoyados en el

21.006

8.019
27.997
12,937
36.004
21.047
45.002
34.011
54.997
54.985

21.001

27.999
13.
35.997
21.
45.003
34.
54.999
55.

8.019
21.006
12.937
27.997
21.047
36.004
34.011
45.002
54.985
54.997

21.001
13.
27.999
21
35.997
34.
45.003
55.
54.999

codigo C.4, se comienza por determinar (Fz,Gz,Hz) de Hyeq

para z = 2, 4, 6, 8. Las cuatro representaciones de espacio de

estado a dos decimales son:

(125 -0.07 (4 1 (1
F, = (—0.06 1.28 ) G2 —( 0 375 ) H —( 0.25
3. 1.5 % (1) 1. 1
2. 1.-2. 1. 0 0 1
Fo=1"0 1 2 -117| G=|qg _p |He= (1
0.15 0. O. 0. 0.
3. 15 1. —0. —0. 0 1.
-2 -1 -2, 1. —-0. -0 0.
0o 1 2 -117 1. 0 _| o
Fe=|_o. 15 —0. —o0. 2. 1. Go 0.
0. 0. 15-1. —-067—021 0.
0. 0. 0. 017 133 042 0.
uo—( 1 0. 0 0 o o.)
6= 1. 1. 0. 0 0. o
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3. 15 1L -0. -0. 0. —0. 0. 1L 1
-2.-1.-2. 1L _ 0. -0. 0. -0 0. 0.
0. 1. 2 -117 1. -0. 0. -0 0. -2.
Fg=| 0. 15 0. 0 2. 1 0. —-0. |[G=| 0. 0.
-0.-0. 15-1. -067-021 1. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 017 133 042-04 L. 0. 0.
0. 0. 0. —01 —0. 003 018 121 0. 0.
-0. 0. -0. 0. 0. —005 0.77-1.27 0. 0.
H =( L. 0. 0. 0. 0. 0. 0 0.
8= 1. 1. 0 0. 0 0 0 O

Posteriormente se obtienen las matrices estimadas giz,
i, € Ny, con base en (Fz,Gz,Hz),z=2, 4, 6, 8.

1. Apartir de la realizaciéon (F», G2, Hy):

L~ _ (400 1.00) 500 1.00) ~ _ (627 093) » _ (7.88 0.76
91 =11.00 4.00) 92 = \1.00 5.00) 93 =093 627 94 = (076 7.88
A (992 044 » _ (1254 010\ A _ (1589 -0.96) ~ _ (20.20 -2.28
95 =044 992 96 = |L0.10 12.54) 97 = {L0.96 15.89) I8 = (_2.28 20.20
5 — (2573 423\ 4. . —(32.88 -7.08
9o (-4.23 25.73) 910 (—7.08 32.88)
2. Apartir de la realizacion (Fy, Gg, Hy):
~ _ (1.00 1.00 3.00 1.00) A 6.00 200) ~ _ (10.00 6.00
91 =11.00 1.00 1.00 3.00) 93 =12.00 6.00) 94 = (3.00 13.00
~ _ (150017.00) » 04300 _ (2850 9950 ~ _ (39.50 216.50
95 =500 27.00) 96 0 55.50) 97 = |15.50112.50)98 = (29.75 226.25
Go = (5975 45225 _(103.25 920.75

= 159.25 452.75 ~1120.12 903.88
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3. Apartir de la realizaciéon (Fg, G, Hg):

~ (100 1.00) ~ _ (3.00 1.00\ ~ _ (600 2.00) A _ (10.00 6.00
91 = {100 1.00) 92 = |1.00 3.00) 93 = {200 6.00] 94 = 3.0010.00
A _ (1500 500) & _ (2100 800\ A _ (27.69 1281} » _ (3472 1994
95 = \5.0015.00 | 96 8.0021.00) 97 = \12.81 27.69/98 = |19.94 34.72

go = 41.45 30.21 10 = 47.15 44.21
30.21 41.45 4421 4715

4. Apartir de la realizacién (Fg, Gg, Hg):

~ (100 1.00) ~ _ (300 1.00\ ~ _ (600 200\ ~ _ 10.00 6.00
91 = {100 1.00) 92 = |1.00 3.00] 93 = {200 6.00) 94 = |3.00 10.00
A _ (1500 500\ » _ (21.00 800) 5 _ (2800 13.00| » _ (3600 21.00
95 =500 15.00] 96 8.0021.00) 97 = 13.00 28.00/98 = |21.00 36.00

go = 4544 33.44 10 = 56.63 52.63
3344 4544 52,63 56.63

Después, se escoge el valor z € {2,4,6,8} tal que
£20dr(gi, 92 < 15212dr(9i giy) para cada v € {2,4,6,8).
Para este proceso se utiliza la funcién de distancia de la defi-
niciéon A.15, que corresponde a la distancia inducida mediante
la norma de Frobenius (ver el apéndice A.1), y que se deno-
mina distancia de Frobenius. Una interpretacion equivalen-
te es dr(4,B) = \/Z}’;l Y™, (4i; - Bi;)?, inmediata a partir de
su definicion. La equivalencia ayuda a visualizar la proximi-
dad entre las matrices de la DE real y 1a DE estimada para cada
elecciéon de valores singulares, como se muestra en la grafica
2.1(ayd).

Se observa que en el eje horizontal aparecen las coordena-
das (1,1), (2,1), (1,2) y (2,2) de las matrices, y en el eje vertical,
su valor. El punto y las lineas punteadas en gris estan asocia-
dos con las matrices reales, mientras que el tache y las lineas
negras, a las estimadas. Las lineas en gris y negro refuerzan
el sentido de proximidad entre la DE real y la estimada. Esto

47



Grafica 2.1. Comparacion de las entradas de las matrices
de la be real contra las de la pe estimadas.
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debido a que la definicién equivalente de la distancia de Fro-
benius afirma que la proximidad entre dos matrices es una
funcién de las diferencias de sus entradas, coordenada a coor-
denada. Es asi que entre mas imbricadas estén las lineas ne-
gras y grises mas parecidas son la DE real y estimada.

La descripcion grafica muestra que la estimaciéon mas
proxima a la DE real es cuando se toman ocho valores singula-
res. Para reforzar ese indicio se tiene lo siguiente:

1
To51dr (g giz) = 25.89

1
To 2 iadr(gs 9i2) = 22643

1
ToLiadr(gi giz) = 2.91

%Zﬁfldp(gi, giz) = 0.51

Es asi que cuando se toman z = 8 valores singulares se tie-
ne la mejor aproximacién. Una mencion importante es que al
hacer mas grande z, no siempre mejora la aproximacién de la
DE estimada a la DE real. Es decir, no hay monotonia en cuan-
to a la mejora de la estimacion con respecto al aumento de va-
lores singulares. Por ejemplo, observando la grafica 2.1 (ay
b) es flagrante que pasar de z= 2 a z = 4 empeora de manera
acentuada la aproximacion. Esto justifica la propuesta para
determinar los valores singulares significativos; métodos en
los que no se contrasten estas posibilidades pueden dejar pa-
sar una eleccion 6ptima. No obstante, este trabajo deja abierta
una senda de investigacion de criterios generales; unos ejem-
plos se muestran en el préximo capitulo.
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3. REALIZACION PARCIAL: APLICACION A UN MODELO
INPUT-OUTPUT

El modelo de la matriz de insumo-producto (MiP) simétrica**!
fue conformado por Wassily Leontief en la tercera década del
siglo pasado. X E1 modelo plasma el eslabonamiento de in-
tercambio de recursos entre todos los sectores productivos, y
su conexién con los consumidores finales. Esto se conforma de
modo matematico mediante sistemas de ecuaciones lineales,
donde cada una de las igualdades que lo componen personi-
fica la trayectoria de un bien de una industria dentro de todo
el entorno econémico [Miller y Blair, 2009: 1]. Este sistema de
ecuaciones se puede expresar de la siguiente manera

X = (=T (1)

donde 7T es la matriz de coeficientes técnicos,*™ X es el vector
que registra el producto total de cada industria, I,, la matriz
identidad de orden n, y fla demanda agregada.

La ecuacién (1) sostiene desde el punto de vista axiomatico
las siguientes premisas segin Inegi [2014]:

XXI Matriz simétrica aqui tiene un sentido ajeno al mismo concepto del algebra
lineal. Indica de forma subyacente que cada columna j de la matriz refleja el mismo
producto que la fila i, en el caso que i =j [Haro, 2008].

XXIL g1 Mip de Leontief es el que considera principalmente la demanda final,
ademas de estimarla exdgena, y no la oferta, como el modelo de Gosh.

XXIIT 65 coeficientes técnicos son los cocientes que emergen de dividir cada en-
trada de la columna j, entre el valor total de la produccién de la fila i, cuando i =.
Es decir, dividir el valor de cada insumo usado en la produccién del bien i, entre el
valor de la produccién total del bien i (=7).
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1) En el corto plazo la matriz de coeficientes técnicos es fija
(estructura productiva inalterada).

i1) Cada sector produce tinicamente un bien y posee solo una
técnica productiva (hip6tesis de homogeneidad sectorial).

111) En el corto plazo existen solo economias de escala constan-
te en todos los sectores (hipétesis de proporcionalidad es-
tricta entre insumos y producto).

iv) En cada sector las proporciones entre los insumos del pro-
ceso de produccién son estaticas, no existe la suplencia en-
tre ellos.

Los precios relativos se fijan al hacer proyecciones (hipéte-
sis de invarianza de precios relativos).

Es evidente que los precitados supuestos pueden ser res-
trictivos; en la realidad los coeficientes técnicos no son inmo-
viles [Schuschny, 2005]: el cambio tecnoldgico, la existencia de
fondos para produccién futura, la variacién de las ganancias
por economias de escala no constantes, el advenimiento de in-
sumos frescos sustitutos o complementarios, la versatilidad
del patréon de intercambio con el exterior, y el cambio en pre-
cios relativos, los perturban; los bienes producidos por varias
empresas aglomeradas en una industria, dado cualquier nivel
de agregacién de estas, no son pulcramente homogéneos; la
produccion en cada industria no necesariamente es de un solo
bien y una técnica productiva singular; las economias de esca-
la, aun en el corto plazo, no necesariamente son constantes, y
los precios son erratiles.

Entre las principales causas destacan: cambios tecnologicos que
afectan la produccién, comportamiento en las formas de consu-
mo, aparicién y desaparicién de productos, cambios en la forma
de organizacion de los mercados, desarrollo de los medios de co-
municacién y transporte, y la ejecucién de determinados regime-
nes de politica econémica [Schuschny, 2005].
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Incluso, la recoleccién de datos para colmar la matriz,
asi como el redondeo de estos, provocan errores inexorables
[Schuschny, 2005].

En virtud de lo anterior, varios autores desarrollaron téc-
nicas para hacer menos décil al modelo frente a sus supuestos,
incluido el propio Leontief. Entre estas se cuenta con algunas
conducentes a prescindir de las condiciones estaticas al
1. acoplar los cambios tecnolédgicos y estructurales por medio

de funcionalizar la dindmica de los coeficientes técnicos,

2. dividir el producto de cada industria del momento ¢, entre

su uso para la producciénent, t+1,¢+ 2, ...

incorporar el recurso econométrico al MIP, o

4. implantar la demanda agregada como elemento endégeno
[Molina y Gutiérrez, 2015].

®

Otras técnicas ayudaron a sortear el problema de la insegu-
ridad sobre los valores recolectados para la confeccién de la mip.
En este bloque se puede encontrar el modelo de Buckley 6, que
opta por una matriz de coeficientes técnicos con nimeros difu-
sos para afrontar la incertidumbre que ostentan los datos [Laz-
zarri y Morifiigo, 2003]; o el de Bullard y Sebald [1977], quienes
generan un intervalo de confianza sobre los datos acopiados.

Los métodos usados, como el RAS o el GRAS o algunos otros
métodos no lineales, llegan a no ser del todo cabales como méto-
dos genéricos de estimacion o suavizacion. Segun Cabrer et al.

para una matriz origen compuesta por valores positivos [los au-
tores] eligen el método RAS, sin embargo, para una matriz inicial
que contiene valores negativos, el modelo “de diferencias al cua-
drado preservando el signo” es el elegido, ya que realiza la me-
jor estimaciéon y actualizacion de la matriz input-output [Cabrer
et al., 2007: 3].

Incluso, el método RAS “no permite definir restricciones en
el proceso de busqueda de una solucién de ajustes” [Parra y
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Pino, 2012: 3]. Dentro de este escenario surge la presente in-
vestigacién sobre el calculo indirecto de la Mip mediante la TR.
Si bien no esta dedicada a contrastarla con otros métodos y
verificar si solventa los problemas que estos no pueden fran-
quear. Esta centrada en la explicaciéon formal, intuitiva y ope-
rativa de la TR como método de proyeccion con el fin de definir
s1 en si mismo es un método maduro o, por el contrario, con-
tiene zonas perfectibles que de ser enriquecidas podrian re-
dondear el método, su uso y los resultados que arroja.

Para destacar las virtudes y ébices de la TR para sucesio-
nes parciales y con ruido, se generari un ejemplo. La sucesién
de matrices que se va a emplear parte de las siguientes iden-
tidades contables:

Y*=C"+X+K
M= M¢+ K™
donde se definen sus elementos como sigue:

Y": demanda final

Cv: consumo interno privado y de gobierno, mas variacién de
existencias

X: exportaciones totales

K: formacién bruta de capital

M: importaciones totales

My importaciones de mercancias para consumo intermedio y
final

K™ importaciones de inversién bruta de capital

las cuales se pueden identificar con un periodo de tiempo ¢ y

verlas como:
Yo = C°+Xe + K¢

2
M; = ME+ KM @

Luego, se definen las matrices P, @, y R, de la siguiente
manera:

_( 411 (t) a2 () ~ Y; K,
Pt_(W) Qt_<7t) Rt:(KT")
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cve X ME
donde an(t) = ;_t*‘ a2 (t)= ﬁt, a21(t) = Y—; y azz(t) = 0, entonces se

puede admitir que el sistema (2) esté escrito asi:
Qe= P Qt+ Rt
igualdad que reordenada quedaria de esta forma
Q= (I2— P )" R 3)

donde I, es la matriz identidad de dimensién 2,y (I, — P,)' es
la matriz inversa de Leontief, o matriz de coeficientes de re-
querimientos directos e indirectos por unidad de demanda fi-
nal. Operacionalmente, las variables que se emplearan para
crear la DE trimestral en (3), es decir, para crear la sucesién de
matrices inversas de Leontief, son:

1. X. Exportaciones Economia Interna (FoB) mensuales en
délares.
2. K. Formacion Bruta de Capital Fijo trimestral en pesos co-
rrientes y en valores absolutos.
3. C'. Se compone de la suma de las siguientes variables
operacionales:
a) Consumo privado trimestral en pesos corrientes.
b) Consumo de gobierno trimestral en pesos corrientes.
c) Variacion de existencias trimestrales en pesos corrien-
tes y en valores absolutos.
4. M¢. Se compone de la suma de las siguientes variables
operacionales:
a) Importacién FoB de Bienes de Consumo trimestrales en
pesos corrientes.
b) Importacién FoB de Bienes Intermedios trimestrales en
pesos corrientes.

Los datos de cada una de las variables listadas se encuen-
tran en el cuadro C; ademais, ahi se ha colocado el tipo de cam-
bio promedio trimestral para convertir a pesos las variables
en ddlares.
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Cuadro 3.1. Distancia promedio entre la be real y las pe estimadas

Valores Distancia Valores Distancia
singulares promedio* singulares promedio*
(pares) (pares)
1 0.72 26 1.84
2 1.60E+03 27 1.8
3 4.70E+26 28 1.73
4 2.50E+10 29 1.65
5 0.95 30 0.85
6 1.09 31 1.46
7 5.40E+07 32 1.43
8 27.34 33 1.41
9 1.00E+03 34 1.39
10 306 35 1.37
11 191.64 36 1.35
12 76.65 37 1.32
13 56.34 38 1.31
14 3.48 39 1.3
15 3.27 40 1.28
16 5.66 4 1.25
17 2.97 42 1.22
18 2.76 43 1.18
19 2.61 44 1.13
20 1.1 45 1.08
21 2.38 46 1.01
22 1.05 47 1.01
23 0.96 48 1
24 0.94 49 0.99
25 1.87

100

. 1
*Se calcula mediante —2
100 i-1

dy(g-8,)

Fuente: elaboracion propia

Con los datos anteriores, el codigo C.5 se encarga de gene-
rar 100 matrices trimestrales de Leontief del modelo 3. Los
valores de sus coordenadas se pueden ver en la grafica 3.1.

Las matrices de Leontief de 1a DE se deben acomodar en las
entradas de la MH con rango (n, m), respetando que n+ m =101.
La cantidad de MH con tal caracteristica resulta ser 100. En
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Grafica 3.1. Valores en las coordenadas de cada matriz de la pe real
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Fuente: elaboracion propia.

efecto, como n, m son naturales y deben respetar la igualdad
m =101 - n,”XV entonces m queda determinado por n, y la can-
tidad de valores que n toma es el numero de arreglos de la MH,
siendo facil ver que los valores permitidos de n son los prime-
ros 100 naturales. XV A partir de las MH, se comprueba si para
algin n €N;y, cumplen que®™V! Hy 100-n= Hn,101-n= Hn+1,100-n-
Lo que se deriva del codigo C.5 es que ninguna lo hace, como
era de esperarse. El sistema esta sobredimensionado por
comportamientos aleatorios en las matrices de Leontief y se
aproximara mediante la realizacién estocastica.

De las 100 MH posibles obtenidas mediante la DE se elige la
que permita mayor abundancia de matrices reducidas. Esto
equivale a seleccionar la MH con el rango mas vasto o el nu-
mero de valores singulares mas amplio. Existen dos matrices
emparejadas en este aspecto: Hy; 50y Hs0 51, con rango de 100.
Se prefiere la primera para continuar la ejemplificacién del

XXIV ] primer blogue fila de la MH tiene como entradas las matrices 1 hasta la
m de la DE, mientras que el ultimo bloque columna tiene de la m hasta la 100. El
numero de matrices en el bloque fila y en el bloque columna son m 'y 100 — (m — I),
respectivamente. Dado que el nimero de entradas en el bloque columna es n, enton-
cesn=100—(n —1) =101 —m, siempre y cuando, m = 101 — n.

XXV En caso de tomar un valor inferior o superior, n o m serian 0 o negativos, lo
cual contradice el hecho de que son naturales.

XXVI Qi se cumple, hay forma de garantizar la hipétesis del teorema B.4, sor-
teando asi el procedimiento de realizacién estocastica.
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Distancia promedio

Distancia promedio

proceso de realizacién estocastica. Con ella, el cédigo C.5 crea
una matriz reducida por cada i pares de valores singulares
mas grandes que se tomen, i =1, ..., 49. Las 49 matrices redu-
cidas y sus sendas DE estimadas seran indexadas por i. La proxi-
midad entre las DE estimadas y la original se puede ver en el
cuadro 3.1.

Otra forma de representar las distancias promedio que
puede ayudar a percibir mejor el comportamiento de los datos
se puede observar en la grafica 3.2.

Grafica 3.2. Distancia promedio entre cada pe estimada y la pe real
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Pares de valores singulares méas grandes

Noétese que al tomar 2, 3, 4, 7y 9 de los pares de valores
singulares mas grandes, la distancia promedio se aleja de for-
ma acentuada del resto de casos. Las barras que los repre-
sentan en la grafica 3.2 fueron acotadas para no generar
problemas de visualizacién. No obstante, se colocé su magni-
tud respectiva para poder divisar dicha divergencia. Esto re-
fuerza la idea mencionada en la seccién 2.2 en cuanto a la no
monotonia de la distancia al aumentar la cantidad de valo-
res singulares. Por su parte, al tomar el primer par mas gran-
de de valores singulares se obtiene la DE estimada de minima
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distancia promedio con respecto a la DE real. Esta DE estima-
da esta compuesta por 100 matrices idénticas, es decir, para
cadat€ NIOO?

(1 0) (1 O)t-l (5 5)_(5 5)
ge = HF G—(01 01/ lo1/=\o1

cuyo comportamiento con respecto a la DE real se puede apre-
ciar en la grafica 3.3.

Grafica 3.3. Comparacion de la e real y la pe estimada generadas
con dos valores singulares
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Retirar el ruido de una matriz mediante svd también pue-
de lograrse al determinar un umbral € a partir del cual todos
los valores singulares superiores a él son asociados con el sis-
tema y los menores o iguales no y se identifican como ruido.
Sanliturk y Cakar [2005] indican que puede encontrarse este
umbral al observar una suavizacién asintoética de los valores
singulares normalizados. Otra version del método es la men-
cionada por Allemang y Brown [1998], donde se enfocan las
caidas en las tasas de cambio de los valores singulares. Para
el presente ejemplo se empleara la primera versién para con-
trastarla con el esquema de distancias promedio.

59



Normalizando los datos mediante la division de cada valor
singular entre el maximo de ellos [Allemang y Brown, 1998],
se obtienen los valores que se muestran en la grafica 3.4.

Grafica 3.4. Valores singulares normalizados de H,,
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Fuente: elaboracion propia.

Una inspeccién visual de la grafica hace patente que la
asintota esta dada por el eje de las abscisas y la magnitud de
los valores singulares se suaviza de manera asintética a par-
tir del tercer valor singular. Esto implica que de ese valor en
adelante los valores singulares pueden considerarse como rui-
do. Lo que coincide con el método de las distancias promedio,
al elegir como la mejor aproximacion el sistema subyacente a
la matriz con un par de valores singulares.

Una diferencia importante con respecto al ejemplo de la
seccion 2.2 es que en este caso existen muchas aproximacio-
nes cercanas a la DE original. Algunas de ellas se muestran en
la grafica 3.5.

Todas estas aproximaciones no pueden ser totalmente
descartadas. Como indican Ballesteros et al. [2012] y Sanli-
turk y Cakar [2005], el proceso de eleccién de los valores sin-
gulares significativos para retirar el ruido es intrincado, y
la certitud sobre la eleccién no es infalible. Sin embargo, el
estudio sobre este hecho escapa a los limites de la presente
investigacion.
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Grafica 3.5. Comparacion de la pe real contra las estimadas
en 2° al 6° lugar de distancia.
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Fuente: elaboracion propia.
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Una vez con la DE estimada del modelo, determinar las ma-
trices de Leontief consta de invertir cada matriz de la DE, mul-
tiplicarlas por —1 y sumarles la matriz identidad, es decir,

Pt = 12 - (GFtH )_1
= (1 0) - (5 5)‘1
01 01
= (1 0)— (0.2 —1)
01 0 1
(0.8 1)
0 0

A continuacién, se explican las interpretaciones de los re-
sultados arrojados por la aproximaciéon de minima distancia
promedio. La primera es que el sistema subyacente, sin ruido,
ha sido practicamente estacionario por 25 afios. Una segun-
da interpretacion es que la aproximacion solo brinda elemen-
tos representativos de agrupamientos de matrices de la DE del
sistema subyacente. Esto podria suceder si el sistema subya-
cente es no lineal, o debido a la pérdida de informacién del
sistema subyacente al momento de retirar el ruido en la MH,
mediante la sustraccién de valores singulares.

Una tercera explicaciéon es que el método brinda elementos
representativos de segmentos de matrices de la DE del sistema
subyacente, al igual que en la segunda interpretacién. Sin em-
bargo, esto no lo realiza debido a la no linealidad o pérdida de
informacién. En cambio, surge como parte de la propia apro-
ximacién y constituye una forma de determinacién del cambio
estructural del sistema subyacente. En todo caso, la determi-
nacién matematica precisa para definir cuél es la interpreta-
cidén correcta escapa a los objetivos de este trabajo.

Por dltimo, cabe hacer mencién sucinta sobre la posible
adaptacién de ciertos pasos posteriores al ajuste del modelo.
Ellos son el analisis de estabilidad y controlabilidad del sis-

tema y, en su caso, el disefio del control del sistema. Debido a
que profundizar en este sentido no es parte de los objetivos de
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este trabajo, se invita a consultar a Figueroa et al. [2012] para
tener una idea inespecifica al caso que vemos, pero en general
Intuitiva. Su implementacién podria permitir la definicién de
condiciones para planificar politicas que atenten perturbacio-
nes indeseables en el sistema subyacente.
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CONCLUSIONES

El método derivado de la TR permite generar una proyecciéon
de coeficientes técnicos con ruido mediante los procesos con-
secutivos: reduccién de orden mediante el teorema A.14 (svD),
descomposicién en matrices Py @ mediante el algoritmo res-
pectivo, generacién de la p1 por medio de la Gltima seccién de
la demostracion del teorema B.4, seleccién de la DE estimada
mejor cenida a la DE del sistema subyacente mediante la dis-
tancia de Frobenius promedio, y determinacién de los coefi-
cientes técnicos al igualar la DE estimada con la formula de la
matriz inversa de Leontief.

Los procesos para determinar los coeficientes técnicos tie-
nen relativa facilidad operacional y el algoritmo que crea la b1
tiene un bajo costo computacional con respecto a otros algorit-
mos con la misma finalidad. Esto tltimo debido a que las p1 se
anidan al aumentar el nimero de elementos de la DE, es decir,
teniendo una realizacién (¥, G, H) para una sucesion, si la su-
cesién se incrementa, la nueva realizacion (F°, G°, H’) tiene
como submatrices a F, Gy H, y solo habria que calcular los va-
lores restantes. Esto puede ayudar al procesamiento compu-
tacional de sucesiones con matrices de dimensiones amplias,
ya que, asumiendo que pueda resultar dificil su procesamien-
to inicial, después tinicamente se tendrian que calcular los
elementos subsecuentes. Ademads, en términos intuitivos,
también es relativamente facil comprender los procesos impli-
cados y su sucesion.
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Sin embargo, atn hay partes que deben investigarse para
brindar un método que otorgue total certeza sobre los alcan-
ces y limites de los procesos y resultados. Una de ellas es la de-
finicién del rango adecuado de la MH para poder obtener la mejor
aproximacion al sistema subyacente. En el trabajo se emple6
aquella matriz con el mayor niimero de valores singulares; no
obstante, es necesario deslindar y formalizar los requisitos
para saber si existe y cuales serian las condiciones para cono-
cer el orden 6ptimo de la MH y como determinarlo. Para aplicacio-
nes en ingenieria parece que los métodos para esta seleccion
son mas bien validados de forma practica, en la medida en que
las cualidades de los resultados y procesos obtenidos concuer-
dan, con cierta frecuencia, con las deseadas.

Una segunda zona de oportunidad es el método de selec-
cién de los valores singulares significativos asociados con el
sistema subyacente. La informacién resultante no presenta
demostraciones formales contundentes sobre lo oportuno de
una seleccién con respecto a otras. El uso de la estadistica pa-
rece ser una manera de subsanar este tema, sin embargo, que-
da abierta la pregunta de investigacién sobre cuiles serian las
condiciones formales que podrian ayudar a generar una selec-
cién de valores singulares sin el uso de la estadistica. Ademas
de afirmar o descartar si elegir valores singulares no conse-
cutivos puede generar un proceso 6ptimo y, en tal caso, cuales
son los requisitos formales.

La tultima zona de oportunidad son las implicaciones de
la interpretacién del método y sus resultados. La falta de de-
finicién formal en este aspecto deja abiertas muchas dudas.
Por un lado, queda la pregunta sobre como determinar si el
método permite generar una idea de cambio estructural, y en
qué procesos recae dicho hecho y bajo qué condiciones. Un se-
gundo tema es si mediante los procesos y resultados del méto-
do se puede determinar si el sistema subyacente es no lineal.
Otra situacién es en qué medida la aproximacion se distan-
cia de la DE del sistema subyacente. Por Gltimo, cémo saber si
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el método puede determinar clisteres, o no, de los elementos
de la DE del sistema subyacente, y ademéas conocer si es posi-
ble evitar este hecho. Como en muchos casos, la solvencia de
lo mencionado podria darse mediante la aplicacion de estadis-
tica en el proceso, sin embargo, queda abierta la investigacion
en términos no estadisticos.
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APENDICE A
ALGEBRA LINEAL, TEORIA DE LA REALIZACION
Y DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

A.1. ALGEBRA LINEAL

Definicion A.1 (espacio vectorial). Sea F'un cuerpo. Un conjun-
to V# @ con las operaciones +: VX V- Vy - : Fx V-V lla-
madas adicién y multiplicacién escalar, respectivamente, se
dice que es un espacio vectorial sobre un cuerpo F'si

(@)a+b=Db+a;

b)a+(+g)=(a+b)+g;

(c03!'0eVialquea+t0=a,vVa€eyV,;

(dvaeV,3al—aeVialquea+(—a)=0.

(ela=a,vVaceV,

() (crc)a= Cy(cqa);

(g) c (a+b)=ca+ch;

(h) (c; + cg)a=ca + coa.

Alos elementos de V se les nominara vectores y a los de F'
escalares. Al vector 0 € V que satisface el inciso (c) se le llama-
ra vector nulo o vector cero, y al vector —a € V que satisface (d)
se le denomina vector inverso aditivo de a € V.

Definicion A.2 (combinacion lineal). Sea Vun espacio vectorial
sobre un cuerpo F. Un vector b € V se dice que es una combi-
nacion lineal de los vectores ay, ..., a, € V siempre que existan

cy, ..., ¢, € Ftales que
n
b= Z cia;

i=1
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Definicion A.3 (subespacio generado). Sea V un espacio vec-
torial sobre un cuerpo F, sea S S V'y sea A, el conjunto de
subespacios de V que contienen a S. Se dice que el subespacio
generado por S es el conjunto W, definido como

w,= [N
NeAs

Teorema A.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, sea
S € Vno vacio. Si L es el conjunto de combinaciones lineales
de S, entonces, el espacio generado por S es L.
Demostracion. Sea W, el espacio generado por S. Tomando
a € L arbitrario, entonces a = Y. Cp b, con ¢; € F. Como cada
b e Sc W,y W, es un espacio vectorial, entonces cada c;, b per-
tenece a W,; es mas, la suma de todos ellos pertenece a W,. Por
consiguiente, a € W,, y asi se tiene que L € W.

Por otro lado, sean a,, ay € L'y ¢,; € F arbitrarios, entonces
a1 = Xpes b ¥ a2 = Xpes dpb y, por consiguiente:

Cqra1+a; = calz cpb +Z dpb

beS beS

- z CarCpb +z dyb

beS besS

= z (Carcob + dpb)
beS

= (carco +dp)b

beS

Por lo que ¢,; a; + a5 € L. Por tanto, L es subespacio vecto-
rial y como contiene a S, entonces W C L.
~ W=L.

Definicion A.4 (dependencia lineal). Sea V un espacio vecto-
rial sobre el cuerpo F'y sea S € V. Se dice que S es linealmente
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dependiente si existe una combinacién lineal de los vectores
ay, A, ..., a, € S, tal que

c1a1 +ca; + -+ cpa, =0

donde algtn escalar ¢y, ¢, ..., ¢,, € F'no sea nulo. Si un conjunto
no es linealmente dependiente se dira que es linealmente in-
dependiente. Decir que un conjunto es linealmente dependien-
te o independiente sera lo mismo que decir que sus vectores
son linealmente dependientes o independientes.

Definicion A.5 (base de un espacio vectorial). Sea V un espa-
cio vectorial sobre un cuerpo F'y sea S € V. Se dice que S es
una base de V si es linealmente independiente y genera a V.
Se define la dimensiéon de V como la cardinalidad de S'y se re-
presenta como dim(V). Sila cardinalidad de S es finita, se dice
que Ves finito.

Teorema A.2. Sea V un espacio sobre el cuerpo F que es gene-
rado por un conjunto finito de vectores by, b, ..., b,,. Entonces
cualquier conjunto independiente de vectores en V es finito y
contiene no mas de m vectores.

Demostracién. Véase Hoffman y Kunze [1971: 44].

Corolario A.2.1. Sea V un espacio vectorial de dimensidn fini-
ta sobre un cuerpo F'y sea n = dim V. Entonces
(a) Cualquier subconjunto de V que contenga mas de n vec-
tores es linealmente dependiente.
(b) Ningtin subconjunto de V que contenga menos de n vec-
tores puede generar V.
Demostracion. Véase Hoffman y Kunze [1971: 44-45].

Definicion A.6. Sea A € M,,,,(F). Se dice que el rango fila de A
es la dimensién del espacio generado por las filas de A. El ran-
go columna de A se define como la dimensién del espacio gene-
rado por las columnas de A.
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Teorema A.3. SiA € M,,,,(F), entonces rango fila(A) =ran-
go columna(A).
Demostracion. Véase Hoffman y Kunze [1971: 72].

Definicion A.7. Sea A € M,,,,,(F). Se dice que el rango de A es
la dimensién del espacio generado por las filas o las columnas
de A.

Teorema A. 4. Sea K un anillo conmutativo con unidad y sea
n un entero positivo. Existe exactamente una funcién deter-
minante sobre el conjunto de las matrices nxn sobre F, y es la
funcién det definida por det(4) =3, (sgn 0)A(1,04)...A(n, 0,,) XXV
Demostracion. Véase Hoffman y Kunze [1971: 150-152].

Teorema A.5. Sea A€ It (F)con A;; # 0,V i € N, Entonces
existe su inversa, AL

Demostracién. Solo hay que probar que las columnas de
la A son linealmente independientes. En efecto, si lo son,
generan el espacio F, en particular los vectores canénicos
de este espacio. Asi, existen coeficientes asociados con cada
combinacién lineal. Todos ellos forman la matriz inversa que
se busca.

Si existen coeficientes no nulos bjy, bj, ..., bj, tales que la
combinacién lineal de las columnas de A es igual al vector

nulo, entonces tomando el menor de ellos:
k
Z bjifljrji = bjidljiji = 0

i=1

Sin embargo, como Aj;;;, bj; # 0, se llega a una contradiccion.

~ Las columnas de A son linealmente independientes.

XXVITY 3 funcién sgn o es 1 si o es par y -1 si o es impar. Aqui o es una permuta-
cién de los nimeros 1,...,n en si mismos o_1, ...,o_n € {1,...,n}.
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Teorema A.6. Sea A € It,(F') tal que su diagonal principal es
unitaria, y seay € Np,_y. Si Ay = Ay 1.0, €s la submatriz de
las primeras n, filas y columnas de A. Entonces,

A7l = A,

donde 4, = (A_l)l:nl,l:n1 es la submatriz de las primeras n, fi-
las y columnas de A™

Demostracién. Por el teorema A.5, entonces existen A7y
Al y por ende existe Ay. Luego, para cada i, j € an

(A142)ij = ) (AD)ir(Az)rj = ) (A)ir(A7)y,
r=1 r=1

Como (A);r = 0,s1i <r, entonces:

D @A = ) A4y, 40
r=1 r=1

= ) W@+ Y WAy
r=1 r=n,+1

= ) Wiy
=1
=601-))
Es decir, A; A; = I, lo cual implica que:
Ay=1, Ay =(ATTA)A, = ATY (AL Ay) = ATt I, = AT!
AZ == A_l

Definicion A.8. Sea z=a + bi € C, con a,b € R. Se afirma
que a — bi € C es el conjugado de z, y se designa como Z.
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_Proposicién A.1. Sean w, z € C. Entonces, W + z = w+z
ywz = (W)(2).
Demostracion. Sea w =a + bi y z = ¢ + di, entonces por las
propiedades de cuerpo
(a+bi)+(c+di)=a+c+(b+4d)i

=a+c—(b+d)i
= (a — bi) + (c — di)
= (a+bi) + (c + di)
Y por otro lado se tiene que:
(a + bi) + (¢ + di) = ac + adi + bic + bidi
=ac + adi + bci — bd
= ac — bd — (ad + cb)i
= ac + bdii — adi — cbi
(a = bi) (c —di)
= (a+bi)(c+di)
Definicién A.9. Sean Myym;m (C) v My, (C). Entonces si
A € My, (C)se dice que:
1. A" € M, (C) es la matriz transpuesta de A siempre y
glando A’i,j:Aji
2. A €Mpym (C)eslamatriz conjugada de A siempre y cuan-
do (A)l,] = Ai,j'
3. A" € Mp,x, (C)es la matriz adjunta de A siempre y cuan-
doA"=4"

Proposicion A.2. Sea A, BE My, (C), CEM,, 5, (C)yz€C.
Entonces:

1. (A)'=4;

2. (AC)'=C'A";

3. A+B)'=A'"+B"y
4. (zA)'=zA’
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Demostracion. Por la definiciéon A.9 (1) se tiene que:

1. (A);; = A;; = A;;Porlotanto, (A)=A.

2. (A0);j=(AC); ;=XM1 4jCri=2T11 Cip A j=(C'AY)
Y (i,j)eN, xN,, Porlo tanto, (AC)'=C'A".

3. (A"‘ B);,] = (A+B)3,l = Aj,i + Bj,i = A’i,j + B,i,j' Por lo tanto, (A
+B)=A'+B'

4. (ZA);,] = (ZA)]',L' = ZA]"i = ZA,j,l" Por tanto, (ZA) '=zA'.

Proposicién A.3. Sea A, B € M,,,, (C)y z € C. Entonces,
(A+B)'=A+By(zZA)*=Z A"
Demostracién. Por la proposicion A.2 se tiene que
(A+ B)'=A'+ B'. Ademas, por la proposicién A.1
(A+B)jj=A"j+ B
= A,i,j + B’i,j
Por otra parte, por la proposicion A.1y la definicién A.9,
(ZA):’] = (ZA);J = (ZA)j’i = ZAj’i =7 Aj,i = ZA’j,i = EA;]

Definicion A.10 (Producto interno). Sea Vun espacio vectorial
sobre C. Se afirma que la funcién (-,-): VX V— Ces el producto
interior de V siempre que V u, v, w € Vy ¢ € C se cumple que:

1. (u + v,w) = (Ww) + (V,W);

2. (cu,v) = c{U,v);

3. (vu) = W »y

4. (Wu)y>0siu #0

Si (+,+) es un producto interno en V] entonces se puede afir-
mar que ((-,*), V') es un espacio producto interno.

Lema A.1. Sea ((-,-), V) un espacio producto interno sobre
C. Entonces (0, v) =0 para todov € V.
Demostracién. De la propiedad 1 de la definicién A.10 se
tiene:
(0,v)y=(0+0,v) = (0,v) +(0,v)

siempre y cuando, (0,v) =0
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Proposicion A.4. Sea ((-,*),V) un espacio producto interno.
S1(v, v)=0 entonces v=0.

Demostracion. Por el lema A.1 se sabe que (v, v) = 0 esta
bien definida. Ahora, si se supone que v # 0 entonces por la
propiedad 4 de la definicién A.10 (v, v) > 0, contradiciendo la
hipétesis.

Teorema A.7. Sea V es un espacio producto interno sobre
C. S1 M ("): V- R esta definida como M (a) =+/(a, a), entonces
paratodoa, be VyceC,
1. M(c,a) =|c|M(a),
2. M(a)>0cuando a # 0;
3. |Ka,b) | <M (a) M (b)
4. M(a+b)<M(a)+M(b)

Demostracion. Véase Hoffman y Kunze [1971: 273 y 277].

Definicion A.11 (norma). Sea V un espacio vectorial sobre C.
Se afirma que la funcién lI'll: V- R es una norma en V siem-
pre que:

1. 1vll>0,vveV/ {0};

2. lvli=0ev=0;

. lavi=la|llvI,VveV yVaeC;y

4. 1v+ull<llvii+lul,bvvueV.

Sill*ll es una norma en V, entonces se afirma que (I'll, V) es
un espacio normado.

Teorema A.8. Sea ({*»*), V) un espacio producto interno.
Entonces M (v) =,/(v, V) es una norma sobre V.

Demostracion. Las condiciones 1, 3y 4 de la definicion A.11
se siguen del teorema A.7, mientras que la condicién 2 de la
misma definicion del lema A.1 y la proposiciéon A.4.
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Definicion A.12 (norma inducida por producto interno). Sea
(*,), V) un espacio producto interno. Se afirma que la norma
inducida por el producto interno en Ves la funciénll*ll: V- R

definida como || a I|=./(a, a).

Definicién A.13 (distancia). Sea (I*l, V') un espacio norma-
do. Se afirma que la distancia inducida por una norma en Ves
la funcién d(;, ) : Vx V- R definida como d(a, b) =l a — b |.

Definicion A.14. Sea A € M,, (C) Mn (C). Se dice que la fun-
cién tr(’) : M,, (€) - C dada por tr(A) =Y, A;jeslatraza de A.

Proposicién A.5. Sean A, B € M, (C), C € My, D €
M, «n Y Z € C. Entonces se cumplen las siguientes igualdades
tr(zA + B) =ztr(A) +tr(B) y tr(CD) = tr(DC)

Demostracion.

n n n n n n
tT(ZA +B) =Z(ZA + B)i,i =Z [(ZA)LL' +Bi,i] =Z(ZA)U +ZBi'i = ZZAH +Z Bi,i
f 7 i = =1 =1

ZA” + Z By; = ztr(4) + tr(B)

tr(CD) = Z(CD)” =Z quun =Z ZDHCW —Z(DC)N = tr(DC)

r=1r=1 r=1i=1

Teorema A.9. Sea M, ., (C). Entonces (4, B) = tr(AB* es un
producto interno en My, (C).
Demostracion.

1. Sea A, B€ M,,y,, (C)y z € C. Entonces por la proposicién
A5

(z(A+B),C)=tr((z(A+B))C")
=tr((zA)C* + (zB)C™)
= ztr (AC*) + ztr(BC™)
=z(4,C) + z(B, C)
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Como se cumple para un z € C arbitrario, tomando
z=1+0i =1 se cumple la condicién 1 de la definicién A.10.
Inclusive, como B es arbitrario, tomando B =0 se cumple
la condicién 2 de la misma definicién.

2. Sean A, B € M, ., (C), entonces por la proposicién A.1y
la definicién A.9:

n

(A,B) = tT‘(AB) Z(A Zn: i B_=i i Lr(Arl)

i=1 r=1

n o m n O
=Y D Bl =) BAi= ) BA)
i i=1

i=1 r=1 i=1

= (B, 4)
Lo que comprueba la condiciéon 3 de la definicién A.10.

3. Sea A € M, ,,, no nula. Entonces 4,, # 0 para algun (p,q)
€ Np X Ny, que implica:

(A, Ay = tr(AA*)=i(AA*)M Z ZAWA” =Z ZRe(A”)2+Im(AW)
i=1

i=17r= i=1r=1

> Re(Apg)? +Im(Apq)* >0

Definicion A.15 (norma de Frobenius). Se afirma que la fun-
cion ||l : My «m (€)= R dada por

I A llp= (A A) = /tr(AA*) = |/tr(A*A) xxv

es la norma de Frobenius en M, «,.

Definicion A.16. Sea A € M,, (C). Entonces se dice que A es
1. SimétricasiA;; € R,V (i,j) € Nn X Npp, y A=A,

2. Hermitianasi A=A"

3. Ortogonal siA;;ER,V (1,)) € Nn X N, y AA'=A'A L,

XXVII Esta igualdad es dada por la proposicién A.5.
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4. Normal si A’A =AA".

Unitaria si AA =AA"=1,.

6. Regular si3B e M,, (C)tal que AB=BA=1,, donde a B se
le denomina inversa de A.

7. Semidefinida positiva si x"Ax >0, V x € C".

o

Definiciéon A.17 (valor propio). Sea V un espacio vecto-
rial sobre el campo C. Se dice que A € C es un valor propio de
AeM, (C)siave Vv #0, tal que Ao =A0. En este caso, el vec-
tor ¥ asociado a A se conoce como vector propio.

Ademas, se define a p(A) = det (A - A I,)) como el polinomio
caracteristico de A. Asimismo, se afima que la multiplicidad
algebraica de A, denotada como m, (1), es la multiplicidad de A
como raiz de p(p).

Teorema A.10 (Shur). Sea A € M,, (C). Si A4, ..., 4, son los
valores propios de A ordenados de forma arbitraria y conside-
rando su multiplicidad algebraica, entonces existen U € M,
unitaria y X € M, triangular superior tales que A=UX Uy
2i,i=A; VIiEN,.

Demostracion. Véase Antezana y Stojanoff [2009: 15].

Corolario A.10.1. Sea A € M,, (C) con valores propios A4, ..., 4,
en un orden arbitrario y considerando su multiplicidad alge-

braica. Entonces
n
tr(A) :Z’“
=1

Demostracion. Por el teorema A.10, existen U € M,, uni-
taria y £ € M,, triangular superior tales que A= UZX U'y
Yi,i = A;, Vi € N,. Luego, por la proposicién A.5 y la definiciéon
A.16 en su inciso 5 sobre la matriz unitaria,

tr(A) = tr(ULU") = tr(RU°U) = tr (1) = tr(X) = Z 3, = Z A
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Lema A.2. Sea A€M, (C).SiA;;€ R,V (i, ]) € N,, entonces
A=A

Demostracién. Debido a que A; ; € R, entonces A; ; = Re(4; ;)
=Re(Ai,]~) +0 * Im(Aw)

Por consiguiente, AT] =Re(A;j)) —0xIm(A;)) =Re(A; ) = A; ;.
De lo cual se sigue que

A=A j=A4;;=A;;,Vi,jEN,.
Como lo anterlor se cumple paratodoi,j € N,, A=A

Lema A.3.SeaAeM, (C).S1A;; ER,V(Q,j))EN, yAA=AA,
entonces A es normal.
Demostracién. Como A;; € R, V (i, j) € N, X N, por el
lemaA.2, A"= A’ Luego, comoA A=AA' entoncesAAA=AA".
. Por la definicién A.16 (4), A es una matriz normal.

Teorema A.11. Sea A € My, (C)nonula. SiA;; €R,V (i, )) €
N, X N,,, entonces A' A es una matriz s1metrlca hermitiana,
normal y semidefinida positiva.

Demostracion. A causa de la proposicion A.2,
(A'A)'=A'(A')'—A'A por lo cual A’ A es simétrica. Ademés, como
(A,A)i,j: lA,LT T,j Zr 1Ar1Ar] € R v (I' .]) € N X Nm y del
lema A.2, entonces (A'A)=(A'A), por consiguiente A’ A es
hermitiana.

Incluso, por el lema A.2 y la proposicion A.2

(A'A) (A4)

(4'(4))(A'A)
A (AA)
= AHAAY)
= (AA)(A'4)

y debido al lema A.3, A’ A es una matriz normal. Luego, por la
propiedad A.3, que A es no nula con 4, ,=Re(4, ;) + 0i, y que
para z € C no nulo, zZz > 0,*X entonces

XXIX Seq z € C no nulo. Entonces zz = (a+bi) (a-bi) = a?- abi + abi + b>= a?+ b2 > 0.
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x*(A'A)x = (A%)'Ax
(ZE) Ax

-2 (%

~ A’ A es semipositiva definida.

Teorema A.12. Sea A € M, (C). Si A es hermitiana y semi-
definida positiva, entonces sus valores propios son todos rea-
les no negativos.

Demostracion. Véase Antezana y Stojanoff [2009: 29 y 39].

Definicion A.18 (valor singular). Sea A € M,,,,,,(R). Se afir-
ma que los valores singulares de A son las raices cuadradas de
los valores propios de A’ A y se designan mediante oy, ..., Oy,
donde el orden es tal que g = +** = gy,

Teorema A.13. Sea A € M, (R). Siay, ..., 0y, son los valo-
res singulares de A, entonces

IAllp =

Demostracién. La funcién Xi=1 0 ? esta bien definida por
los teoremas A.11 y A.12, y la definicién A.18. El resto de la de-
mostracion es inmediata a partir del corolario A.10.1 y la de-
finicion A.15.

Definicion A.19 (distancia de Frobenius). Sean A, B € M,y (R).

Se dice que la funcién dg(-,"): Mpym (R) X Mpym (R) = R dada
por ds(A, B) =l A— B |l es la distancia en el espacio My (R).
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Teorema A.14 (descomposicién en valores singulares). Sea
A € M, (R) arbitraria con rango r y sean oy, ..., 0, sus valo-
res singulares ordenados de mayor a menor. Entonces existen
las matrices ortogonales U € M,y V € M,,, y una matriz dia-
gonal X tales que
) D= opsii <ry0sii>r;
i) A=UXV

Demostracion. Véase Lay, Lay y McDonald [2016: 419-420].

Corolario A.14.1 (equivalencia distancia de Frobenius). Sean
A, B€ M, (R). Entonces:

dr(A,B) =\/i i (A;j—B;;)?

j=1 =1

Demostracion. Por el lema A.2 (A — B)* = (A — B), luego

dF(A,B) =[lA-B “F
= Jtr((A—B)'(A- B))

:j]

> (4-B)j (A= B);,

1 i=1

INEE

j=1 i=1

= \/-m1 anz (Ai; —Bij)(Ay; — By j)
J= 1=

:Ji i (Ayj — By j)?
j=1 =1
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A.2. TEORIA DE LA REALIZACION

Definicion A.20 (sistema dinamico [Casti, 1987]). Un siste-
ma dindmico X es un concepto matematico definido por los si-
guientes axiomas:

i) Existe un conjunto de tiempo 7, un conjunto de estado X,
un conjunto de valores de entrada U, un conjunto de funcio-
nes de entrada Q = {u: T — U}, un conjunto de valores de sa-
lida Y, y un conjunto de funciones de salidal' ={y.T'— Y \.

i1) T es un subconjunto ordenado de niimeros reales.

i11) Q satisface las condiciones:

a) Q+0

b) Un segmento de entrada u(t), t; <t <ty en Q esta res-
tringido a (¢;, to)NT. Siu, u'€ Qy t; <t <ts, entonces
existeu'" € Qtal que u''(t) =u(®t), t; <t <ty yu''(t) =
u’(t), tz <t< tg.

iv) Existe una funcién de transicién de estado
P:T?PxXxQ-X

cuyo valor es el estado x(f) = Y(¢; T, x, u) € X, que se obtie-

ne en el tiempo ¢ € T del estado inicial x(t) € T'en el tiempo

inicial T € T, bajo la accién de la entrada u € Q. s tiene las

siguientes propiedades:

a) | esta bien definida para todo ¢ > T pero no necesaria-
mente para todo ¢ <T.

b) Ut t,x, u)=xparatodoteT,xe X, ue U

¢) Paratodo t; <ty <ts, se tiene que Y(ts, 1, x, ) = Y(ts,
to, Uty ty, x, u), u) paratodox € X, u € U.

d) Siu,u'€ Qyu() =u’(t), Tt <t< T entonces Y(ty, T, X,
u) =Y(ty, T, x, u).

v) Existe una funcién de salida legiblen : T'x X - Y que asig-
na la salida y(t) =n(t, x(¢)) en el tiempo ¢.

Definicion A.21 (equivalencia de sistemas). Sean (F, G, H) y

(E G, H) las r1 de sendos sistemas MDLIF. Se dice que los siste-
mas representados por (F, G, H) y (F G, H) son equivalentes
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algebraicos siempre y cuando 3 Z € Mg, (R) no singular, tal
que

F=Z'YZ G=7Z"'¢G H=HZ

Definicion A.22 (matriz de controlabilidad). Sea j € N arbitra-
rioy sea (F, G, H) la ri de un sistema MDLIF, donde F'€ M., (R),
G EMyyr(R)y H € Mgy q(R). Se dice que

C}. = (GIFG|--- |F/~1 G)

es la j-matriz de controlabilidad g X jr del sistema. Y se dice
que a € N es el indice de controlabilidad del sistema, siempre
y cuando sea el valor natural mas pequeno tal que rango(C,)
=rango(Ce.).

Definicion A.23 (matriz de observabilidad). Sea j € N arbitra-
rioy sea (F, G, H) la ri de un sistema MDLIF, donde F'€ My, (R),
G € Mgy (R)y H € Mpyq(R). Se dice que

H

HFI-t
es la j-matriz de observabilidad jpXqg del sistema. Y se dice
que B € N es el indice de observabilidad del sistema, siempre
y cuando sea el valor natural mas pequefio tal que rango (Op)
=rango Og41).

Definicion A.24 (matriz de Hankel con entradas matricia-
les). Sea la sucesién Ly con elementos en My, y sean n, m €
N. La matriz de Hankel con entradas matriciales (MHEM) de
Ly, de orden (n, m) y dimensién nuXmn es la funcién H,, ., (Ly ):
N, X N,, - {Ly} definida como

Hym(Ly )0 J) = Lyj = L(i,j = 1) oY)

donde a L; ; se denomina la entrada matricial (i, j).
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Se define el bloque fila i € N, como la funcién (1) cuando se
fijai € N,.. En caso de fijar j € N,, se dice que la funcién (1) es
el bloque columna j.

Sea [l la funcién techo.*** La entrada esca-
lar (r, s) € Ny, X Ny de Hy,,,(Ly) estd definida como
(Hn,m)r,s = (Lir'js)wr,ws: donde i, = [ﬁ];].s = [,rﬂ; Wy=T71-— (ir_l)u
yws=s—(js—1)n.

Lema A.4. Sea la sucesién de matrices /5 con elementos en

M, . Paratodan, m € N, p € N, ;y q € N,,_; se cumple que

Hp,q(]N) = (Hn,m(]N))l:pu,l:qn 2)

Demostracion. Por la definicion A.24, para (7, s) € Np, X Ngy
arbitrario,

( Hp,q)r,s = (Lirrjs)wr,ws
= (L@ + js— 1))wr,ws
(Hn,m)r,s = (Lirr;j’s)wrr_wls
= (L@’ + jls - 1))w1r,w15
Pero como ir= [Irj] =ir y js= [,‘Z] =J's, entonces
wr=r—(ly—1),=r- (i’r_l)uzwlr y Wszs_(js_l)uzr_(j’r_l)uz W
por consiguiente (L3ir+js—1))w, w= LI+ )= 1)wr, wr. Con lo cual

se tiene que
(Hp,q)r,s = (Hn,m)r,s

para cualquier (7; s) € Npy X Ny
Hp,q Un) = ( Hn,m(]N))l:p/L,l:qn

Teorema A.15 (realizacién minima). (@) La sucesion Ly con ele-
mentos en M), es realizable si y solo si existen enteros posi-
tivos a, B y n tales que

rango(Hﬁ_a (LN))= rango(HﬁHJ- (LN))= nVjeNy.o  (3)

XXXT[+1: R - Z definida como [x] = min{n € Z : x < n}.
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(b) Si Ly es realizable, entonces n es la dimensiéon de su
realizacién minima.

(c) Si Ly es realizable y 8, a son los primeros enteros para
los cuales (4) es verdad, entonces f es el indice de observabili-
dad y a es el indice de controlabilidad de cualquier realizaciéon
minima de Ly

Demostracion. (a) (&) Esta demostracion es en si un al-
goritmo para generar una realizacién. En su desarrollo re-
marcamos con un nimero romano el paso correspondiente del
algoritmo.

I. Sean a, By n enteros positivos tales que

rango(HB,a (LN))zrango(HﬁHJ (L,\,))zn\fjeNa:Oo

II. Sean 1y,1y,...,1, las posiciones de las primeras n filas in-
dependientes de Hp . Se definen Aa € My qq ¥y A*a € My yoq
como las matrices compuestas por las filas r;, 1y, ..., 13, de
Hp o, yporlasfilasrl +p, r2+p, ..., r, +pde Hg o110,
respectivamente.

III.Sean sy, s9, ..., S, las posiciones de las primeras n columnas
independientes de Aa. Se definen a A € M, ., A* € M, 51,
Ay € Mpyyn y Ay € My q como las matrices compuestas por
las columnas sy, Sg, ..., S, de Aa, por las columnas sy, s, ...,
s, de A* a, por las columnas sy, Sy, ..., 5, de H; 5 y por las
primeras q columnas de Aa.

Un resultado indispensable para la Gltima parte de la
demostracién es la siguiente.

Proposicion A.6. Sean 1q,15, ...,1;, las posiciones de las pri-
meras n filas independientes de Hg,, sea j € N y sean
Ajy /\}‘ las matrices compuestas por las filas r, 1y, ..., 7,
de Hp ; y por las filas ry + p, ro+ p, . . ., r,+ p de Hp,q
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respectivamente. Entonces, para toda j € N se cumplen las
siguientes igualdades:**X!

A*A™ 1/1 = A} 4)
AlA 1/1 = Hi,j (5)
(AZA_]) Ajyq (6)

Demostracion. Sea W el conjunto de las columnas de A. En-
tonces, W es una base del espacio columna de A}, para toda j
€ N,... Para demostrarlo, se observa que Aa tiene rango fila
n, XXX entonces por el teorema A.3, su rango columna es n. Y
como W es el conjunto de n columnas independientes de A,,
entonces Wes una de sus bases. Supdngase que para k € N,
W es base del espacio columna de A;. Entonces, por el teorema
A.3, A, tiene rango fila n y sus n filas son una base de su espa-
cio fila. XX Por consiguiente, las n filas de A,+1 son una base
de su espacio fila.**¥*V'Y por el teorema A.3 el rango columna
de Aj+1 es n, lo que concluye la demostracién.

Ademas, si a lo anterior se aina que cada columna de A, j
€ N,, es combinacién lineal de WX*XV ge sigue que:

n
(Aj):,u =kz C(u,k) (/\a):,sk (7)
=1

XXXI Como las columnas de A son independientes y el rango de columnas es
igual al de filas (teorema 24 en Hoffman y Kunze [1971: 114]), entonces las filas de
A son independientes. Por tanto, A es inversible (corolario 3 en Hoffman y Kunze
[1971: 46)).

XXXIT 5ys n filas son independientes y generan su espacio de filas.

XXX gy poniendo que no, serian dependientes. Lo que implica que un nimero de
filas menor a n genera el espacio de filas de A, contradiciendo el corolario A.2.1 (a).

XXXV suponiendo lo contrario serian dependientes. Luego Z —1 @i(A);, = 0
con a;# 0, para algini € N,,.

Sin embargo, como Z inzl Ai(Dy)i1 i =Z in:l ai(h,);;=0 con a; # 0 para algin
i € N, llegamos a una contradiccién puesto que las filas de A; son independientes.

XXXV Como las columnas de A;, j € Na, son columnas de Aa y como W es una base
del espacio columna de A, entonces las columnas de Aj, j € N, son combinacién lineal
de W.
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para toda columna u € Nj, de Aj, y para cualquier j € N. Lue-
go, como

I, = A"1A
Aty
Az}

((Aa):,sl (Aa):,sz (Aa):,sn)
A7t

es decir, AZ:I(Aa):_Sk es1sii=kyO0cuandoi# k, se tiene que

AL}
1,4 _ | A;L
A7y = | P2 (A1 (A s, = (A5, (A1) jq)
Ant
8
C(1,51) 1 C(52,51) "'C(Sn,sl)"'C(jquO ( )
= C(l,sz) C(5152) AT S C(Snsz) C(J'q'sz)
Caas) = Clspsw) = Clszs) 1+ Cligsn)
Sea S el conjunto de las columnas sy, ..., s,, de H . En-
] 1 n B+1l,x

tonces S es una base del espacio columna de s+ | V j €
Ny.oo. XXXV Ademas, las columnas de Hs+1.)., j<a son columnas
de Hg 41,4y, por tanto, son combinaciones lineales de S. Enton-
ces, cualquier columna u € Nj, de Hs+1.):x | con cualquier j € N,
garantiza

(HB+1,j):,u = Z;cl=1 d(u,sk) (Hﬁ+1,a)ri,sk )

XXXVI por hipétesis rango (Hp+1j) =1, V j € Ng.o, entonces el rango del espacio
columna de Hg.yjes n, V j € Ny.o. Si S no es base de algin espacio columna de
Hg,, j+, entonces es dependiente o no genera tal espacio.

Sies dependiente, Z i’ilai(Hp+ 1j):7sl=6 conalginq;# 0, implicando Z inzl aih), =0
con algtn @; # 0, una contradiccién. Asi S no genera tal espacio y 3 y del espacio co-
lumna que no es combinacién lineal de S. Entonces, S U {y} es independiente con n + 1
elementos, lo que contradice el corolario A.2.1 (a). Luego, S cumple ambas condicio-
nes, por lo tanto, es una base.
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Luego, por definicion de Aj, V j € N, el elemento de la co-
lumna (4}).,, en la coordenada i es el elemento de la columna
(Hg41,j).y en la coordenada r;, V i € N,. Entonces, de (7) y (9)
se tiene: n

n
Ec(u,sk) (Aa)i,sk = Zd(u,sk) (HB+1,a)ri,sk
k=1

k=1
y como también (Aa)i,sk = (HB+1,a )ri,sk, Vi, k€N,
n

n
0= Z Clu,sp) (Aa)i,sk - z d(u,sk) (Hﬁ+1,a)ri,sk

k=1

M=

C(u sk)(Aa)L Sk Z d(u Sk) (Aa)l Sk

=
Il

I
NGE

(C(u,sk) - d(u,sk))(/la)i,sk

=
Il
[y

Pero como esto se cumple para toda i € N, entonces
n

Z(C(u,sk) - d(u,sk))(/la)i,sk =0

k=1

y como W es independiente, C(y, 5,) ~ d(y,s,) = 0, V k € N,,, es de-
CIT, C(y 5,) = d(u,sk), V k € N, y por las igualdades (8) y (9), y que
por definicién de A}, V j € N, el elemento de la columna (47).,,
en la coordenada i es el elemento de la columna ( Hg, )., en
la coordenada r; + p, Vi€ N, se sigue que

A = ()5, (8], (A),,) A7
n n n
= <2C(1,sk) (A;):,sk . 'Zc(sm,sk) (A;):,sk' ' 'Zc(jq,sk) (A]*) :,sk)
k=1 k=1 k=1
n n n
(Zd(l,sk) (A7) .5 'Zd(sm,sk) ()5 > g0 (A;):,sk)
k=1 = k=1

n (HB+1])r1+psk n (HB+1,j)r1+p,sk
=(> dasy "'kzld(jk,sk) f

k=1 (HB+1 ])rn+p Sk (Hﬁ+1,j)rn+p,sk
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((Hﬁ+1 ])r1+p 1

(HB+1 ])rn+p 1

(Hﬁ+1 j)r1+p Sm ) ((Hﬁ+1.}')7‘1+PJQ)

(HB+1])rn+p Sm (H,8+1,j)rn+p,jq

((Aj):,l (Aj):,51 (Aj):,sn (Aj):,jq)
S
para toda j € N, lo cual demuestra la igualdad (4) de la propo-
sicién. Adema3s,

AlA_lAj = (( Hl,a’):,sl ( Hl,a):,sz ( Hl,a):,sn)A_lAj

n n n
(Zc(l,sk) (Hl,a) WSk 'Zc(sm,sk) (Hl,a):,sk " 'Zc(jq,sk) (Hl,a):,sk>
k=1 k=1 k=1

n n n
(kzd(l,sk) (Hl,a):,sk' ’ 'kzd (SmSi) (Hl,af) LSk 'kzd(jq,sk) (Hl,a) :,Sk>
=1 =1 =1

n n
= (kz: d(l,sk) (HB+1,a)1:p,sk o kz:d(jq,sk) (Hﬁ+1,a)1:p,sk>
=1 =1

= (( Hﬁ+1,a>1:p,l ( Hﬁ+1,ac)1:p,sm o ( H,B+1,a)1:p,jq )
= (( Hl,a):,l ( Hl,a):,sm ( Hl,a):,jq )
= Hy,
para toda j € N, que demuestra la igualdad (5) de la
proposicion.
Por ultimo, como
A= (Aa):,l:q' y (Aa)i,l :q (HB a)rl 1: q_(HE ]+1)rl 1:q =(A +1)L’,;,

Vi € N,, entonces
AZ = (Aj+1):,1:q (10)

Luego, por las definiciones A.24 y la de 4;, y debido al lema
A.4, para cualquier (a, b) € N, X Nj,

(A )ab (HB+1 ])ra+p b
- (Hﬁ+1,]+1)ra+p,b
= (La’,br)wTaJr w

! ! p' b
=(L(a" +Db" — 1))wra+p,wb
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Perocomop+12a' =2 =142y b'=[z]< & =[j|=j<j+1,

entonces la entrada matricial Lg/_y pr41 de Hg ;.1 esta bien de-
finida, por lo que

(L(a"+b' — 1))Wra+p'Wb =L@ +0+>b" - 1))Wra+p'Wb
=L@+(-1+1)+b" - 1))Wra+p'wb
= (L@ D) + B+ D = D)y
= (La’—l,b’+1)wra,wb+q
= (Hﬁ+1,j+1)ra,b+q
= (Aj+1)a,b+q

Por consiguiente,

45 = (A1) q+1:G+1), (11)

~ De las igualdades en (10) y (11), se demuestra la igual-
dad (6) de la proposicién.

IV. Sean las matrices F=A" A, G=A,y H=A,; A.. En-
tonces, por las igualdades (4), (5) y (6),

A A4 = (HG|HFA,_,), si1<s
! S |HG(=HA4y), sis=1

AdemasdequeVjeN

Hy; = (HFA_;)= (HFG | HFA}_,) = (HFG | HF2A;_;) = -
= (HF*A;_,) = (HFXA; ) = -
= (HFI=27) = (HFI1A,)
= (HF/71G)

Y yaqueporladefinicionA.24, H; j=(Ly ;L j) =(L(1)-L(j)),
V j € N, por consiguiente:

L(j) = HF/7'G

para cualquierj € N
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Proposicion A.7. Seaapg=1,a;,= -3y ay =3, entonces Vn € N

2, (n+i)(n+i+1) m+3)(n+4)
@ 2 - 2 W
i=0

Demostracion. Para 1 se tiene

Zz:a (1+l)(1+l+1) (1)(1+1)_3(1+1)(1+1+1)+3(1+2)(1+2+1)
' 2 2 2
_2-18+36
=—
_2—18+36
=——
20
T2
_®o)

2
_(1+3)(1+49)

2

i=0

Sea k cualquier natural que cumple con la igualdad (1), en-
tonces k + 1, como se ve debajo, también la respeta. Por tanto,
todo n € N sustenta la igualdad anterior.

2, (kAD+D) (kD +i+) & (kDD ((k+i4+1)+1)
Zai 2 _Zl 2

i=0

(k+D)k+i+D)+(k+i+D)+(+D)+1
2

24
Zj, k+l)(k+1+1) ;aiZ(kJrziH)

y, a causa de la hipétesis de induccion:
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_ U430t d) 20k +1)—6(k +2) + 6(k +3)

2 2
L k3 (kD) + 20k +4)

2
(ke +4H)((k+3)+2)

2
_((k+1D)+3)((k+1)+4)

2
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APENDICE B
REALIZACION PARCIAL ESTOCASTICA

Definicion B.1 (factorizacion). Sea la sucesién Gy, con elemen-
tos en M,xy, se dice que factorizar la matriz Hnm(Gy) es generar
las matrices B, € Itp,, cuya diagonal principal esta compues-
ta por unos, y Qnm € Muyxmy:

1 - q1,1 q12 - Q1my

_| . 2,1 22 = Q2m
Pn,n— : . N Qn,m= q: q: : 7
Pnp1 - Pnpnp—-1 1 nu,1 9nu2 - Gnumn

tales que Hpm= PynQnm- Por algoritmo de factorizacion (aAF)
se entendera la sucesion de pasos para factorizar la matriz
Hpm(Gy), los cuales se definen a continuacién:
1. Definir (@nm)1: = (Hnm)1s
2. Determinar la condicién:
2.1.S1 Hpptiene solo una fila, se define B,,=[1], ¥
Qn,m = (Hn,m)l,:
2.1.1. Fin.
2.2. 81 Hpy tiene mas de una fila, se define i = 1;
3. Si(Qnm)i:# 0, hallar la primera columna j; de (Qnm);. tal
que q;,ji#0y definir g5 j; = 0,V s € Nit1:ny;
4. Determinar P, . ;; como™*Vl!

P _ (Hn m)u+ i:ii—(2§'=11 pu+i,s‘1s,ji)
u+i,i — ai;
i,Ji

para toda u € Ny,—;;

ni(XXVH Esta expresién es equivalente a (Hyum)u+ij, = (Pom)uri(@nm)s j; =
Zs=1 Pu+issj; = 0, Ademés, esté bien definida por el inciso 3, q;;;# 0.
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5. Determinar q;; j como*™**Vill
i-1
qi+1,j = (Houmdi+1,j —Z Pi+1,59s,j
s=1
para todo j € Npy/ {jr: VT e N},
6. Determinar la condicién:

6.1.Si (@um)i+1.=0, entonces con los valores obtenidos
en las i repeticiones procedentes del AF, y haciendo
(Qnm)is1+k:=0,V 1 € Npy—(i+1), se conforman las matrices
P, .,y Qm y se concluye.

6.2. 81 H,, ,, tiene solo i+1 filas, entonces con los valores ob-
tenidos en las i repeticiones procedentes del AF se con-
forman las matrices P, ,, y @,,,, y se concluye.

6.3.S1 H,, ,, tiene méas de i+1 filas y (Qum)i+1, # 0 , entonces
se define i=i+1, es decir, se toma una nueva i igual a la
i inmediatamente anterior, mas 1, y se repite el AF des-
de el inciso 3.

Definicion B.2. Sea Jy con elementos en M,y,, y sean P, ,
y Q. las matrices que resultan al factorizar H, ,(Jy)
segiin la definiciéon B.1, y sea keNp_1),. Se define
P’k k€ Miexi P* 1k, € Miex, Gie € Migxn Y Hice My,

Pk = Pun)ikiks  Prik= (Pon)pttutk 1o
Gk = @um)ikin; He = (Pundipre Fi = (Plik) P rik

Lema B.1. Sea Jy con elementos en My, Si se cumple que
rango H, ,,(Jy) = k, entonces la matriz @, ,, generada por el Ar
de la definicién B.1 tiene sus ultimas nu — k filas nulas.
Demostracién. Como la matriz P, ,, es triangular inferior, en-
tonces su determinante esigual a la multiplicacion de los elemen-
tos en su diagonal principal, que es 1, por lo cual tiene inversa.

XXXVIT Fgta expresién es equivalente a =H,mir1,j = Ppm)it1,:(@um).j =

Z“Nmn Di+1 4. ; Para ello se considera que P, ,€ It,,, con unos en su diagonal prin-
cipal. Esto implica que Z:‘L:H—Q Pis1ss9sji= 0y pl,+1=1.
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Por consiguiente, k=rango Hpm=rango PynQnm=rango Qum.
Luego las primeras k filas de @, ,, deben ser no nulas; en caso
contrario, existe s € Ny tal que (Qnm)s. =0, pero por el paso 6 de
la definicion B.1, (Qum)s+k. =0, Vke Npy—k, POr consiguiente, solo
existen k-1 filas no nulas en @), ,,, lo que contradice que su ran-
go sea k.

Ahora, si se prueba que la fila (0, ;)k+1: = 0, por el paso 6
de la definicién B.1, entonces (Qnm)k+1+t; =0 V t € Npy—(k+1), ter-
minando la demostracion.

Si se supone que la fila k + 1 es no nula, entonces se tiene k
+ 1 filas no nulas y, por la definicién B.1, la fila r € Ni4, tiene la
columna j.nonula, y j-# j;, V7,5 € Npy1 cCONT#S,

Por consiguiente, si Y51 1,( Qum)r:=0,1, € R, entonces para
cada s € Ng41, K
Z ArQrjs = Asqs,js = 0
r=1
siempre y cuando A; = 0,V s € Ng41, 0 lo que es lo mismo, que las
primeras k + 1 filas son independientes, lo que contradice que
rango Qnm = k. Por tanto, la fila k + 1 debe ser nula.

Lema B.2. Sea Jy con elementos en M,x,, y sean n',m',n,m,
€ N tales que n' > nym’'>m. Al aplicar el AF en la definicién
B.1 a Hym(Jn) ¥ Hn'm(Jn), las matrices obtenidas P, , y @, ¥,
respectivamente, son tales que

Pon = (Pnl,nl )1:n,u,1:n,u
Qn,m = (Qn’,m’)l:nu,l:mn

Demostracion. Por la definicién B.1 y el lema A.4 se sigue

que

Pn,n Qn,m = Hn,m = (Hn',m') Lnplmn= (Pn’,n')l:nu,l:nu (Qnm) L:np,l:mn

Por consiguiente, V (i,j) € Npy X Npp

2251 Pirqrj = 2251 p’i,rq’rj (1)
Ademas, se tiene que
(Qn,m)l,: = (Hn,m)l,: = (Hn’,m')l,l:mn = (Qn’,m')l,l:mn (2)
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Se probara por induccién que para toda u € Ny,
(Qn,m)u+1,: = (Qn’,m’)u+1,1:mn' (Pn n) U= (Pn n’ )1 myu (3)

Sea u = 1, y debido a (2), los primeros elementos no nulos
de (Qnm)1: Y (@nm)11mn €stan en la misma columna k;, y son
tales que qyx,= q'1k,, ademas, por el AF, g = q's, =0,V s € Ny,
entonces Y7t pirGri,=Pitdik, ¥ Lrer P'ird rk, =P i1q 1,V i € Npy
y por (1) se sigue

(Pon):1 = (P )1mpt (4)

Asimismo, tenemos que XrE prrqri=p21q1j+42; ¥ Lreq
P'2r4%j =0219'1,j+ a2,V j € Nmn, y debido a (2) y (4), 92101,/ =P2144),
por lo cual

@Qnm)z: = (@n;m)21mn (5)

Suponiendo que (3) se cumple para los primeros u ente-
ros, con u € Np,—, se probara que se cumple para u+1. Por hi-
pétesis de induccidn, en particular, (3) se cumple para u, por lo
cual (Qum)u+1: Y (@n'm)u+1,1:mn sOn iguales; asi los primeros ele-
mentos no nulos de ambas estan en la misma columna, k. ;
ademas, por el AF, qs 0,Vs € Nyi2my, entonces para
cadai e Ny,

ny
Z PirQrk,,., =
=1
ny

! !
Z PirdQrk,, =
r=1

Por hipétesis de 1nducc1on y por (2) se sigue que
Yy PirQri, .~ V=1 p’i,rqlrkuﬂ y q’u+1,ku+1= qlu+1,ku+1a asi, debido a (1)

u+1 q Skysy1 ™

PirQrky, T Piut1qQuiiy,,

! ! !
quT, kyer T Piu1q utiiy,

||M: ”M=

(Pon)sur1 = (Pon)e: mu,u+1 (6)
Por otro lado, para todo j € Npy,

u+l u+l

zpu+2rCIr] —zpu+2rQT]+Qu+2 iy zp u+2rQT} —zpu+2rQT1+Qu+2]
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e Debido .a la hipétesis de induccién y a (6),
Zpu+2qu Zpu+2qu +qu+2j; Y ZP u+2r‘7r] _Zpu+2 rQr}+Qu+2], y
a causa de (1)

(Qn,m)u+2,: = (Qn’,m’)u+2,1:mn (7)

Lema B.3. Sea la sucesién Jy con elementos en My, sea
Hpgi18+1(n) , ¥ sean n,nqie Nypg tales que ny <n. Si F, y F,,1, son
como en la definicién B.2, con respecto a la matriz Py p41.
Entonces:

Fpi = (Fn)l:nl,l:n1 (8)

Demostracion. Por la definicién B.2, para cada i,j € Ny1, se
sigue que
((Fn)lznl,l:nl)i,j = (Fn)i,j = ((P’n,n)_l P*n,n) ij

N Z—; ((P’n,n)_l)i,r(P*n,n) nj

Ya que P'p,elty(R), entonces (P'nn ) e Ity(R), por consi-
guiente, (P'nn) iy =0,s1i<r,yyaqueie Ny

Z((P{n,n)_l)i,r(P*n,n)rj =Z((Pln,n)_1)i,r( P*n,n)ﬂj+Z((P,n,n)_1)i,r(P*n,n)77j
r=1 r=1

r=n;+1
=Z((P’n,n)_1)i,r( P*n,n)r,j
r=1
Y por el teorema A.6 y la definicién B.2

Z((Pnn) Yir(Prnn)rj = Z((P'm 7)™ Dir (P m)nj = (Fai

Lema B.4. Sea Jy con elementos en Mux; Si se cum-
ple que el rango de Hg414(/v)esny quen < Bu. Entonces
VieNag-1nyJj€Ngu

Fn(Qﬁ+1,a)1:n,i = (Q,8+1,a)1:n,i+n (9)
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donde Fp, es como en la definicién B.2, con respecto a
Qp+1,a Y Pg+1,8+1, que son como en la definiciéon B.1.

Demostracion. Sea cualquier i€ Ny—_1)n y j € Ng,. Por la rela-
cién entre Ppn, ¥ P*nuny €n la definicién B.2, las propiedades
de la mH, el teorema A.6 y los lemas B.1y B.2:

(Fn)w,:(Qﬁ+1,a)1:n,L’ = Z Z (P’n,n);v,lr( P*n.n)rs) qs,i

r=1

©
1l
ey

M:

Z (P,B+1ﬁ+1 )WT pr+us>Qst

s=1 \r=1
n

= Z (Pﬁ,ﬁ )\Zl,lr (Z pr+y,s‘]s,i>
= s=1

I
M=

(Pﬁ,ﬁ )\X/,lr (Hn+1,af(]N))r+u,i

<
1l
_

I
M=

(Pﬁ,ﬁ )17/,17’ (Hn+1,a(]N))r,i+n

n
(PB,B )\X/,lr (Z pr,sqs,i+n>

s=1

n
(Z (Ps.g dwr pr,s) Gs,i+n

r=1
n

(Z (Ps.g ik (Pﬁ,ﬁ)r,s> Gsi+n

r=1

<
Il
-

I
M=

<
1l
_

I
M=

%)
Il
[uy

I
M=

1l
_

s
= (Qn+1,a)w,i+n

lo que demuestra la igualdad (9).

Teorema B.1. Sea Jy con elementos en c
rango Hga(Jy) = rango Hg+1¢(]u
para algin ¥ € Ny4+1... Entonces,
rango Hgy_1(Jy)=rango Hgi1y-1(Jy) =n

Demostracion. (i) Supéngase que Hgi1,-1tiene rango n, <n.
Como Hp 4 tiene rango n, la base de su espacio de columnas
se compone por n de sus columnas en las posiciones vy, ..., U,,.
Luego, tomando las columnas de Hg+1y-1 en las posiciones
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U1, ..., Uy, se tiene que deben ser linealmente dependientes, es
decir V j € Neg+1),

n
ZYi(Hﬁ+1,z,b—1) jo =0
=1

donde Y; € R y existe algtin i € N, tal que Y; # 0; en particular
esto garantiza que

n
> YiHp i = 0
i=1

V k € Ng,, donde Y; € R y existe algin i€ N, tal que ¥; # 0;,
pero esto contradice que las columnas vy, ..., v,, de Hgq sean
una base del espacio de columnas.

(i1) Supéngase que Hg1y-1 tiene rango n; > n. Entonces
tiene n; columnas linealmente independientes, sin embar-
go, cada una de ellas también son columnas de Hg,qy, pPero
como su rango es n < n;, estas deberian ser linealmente
dependientes.

(zii) Supéngase que Hgy-q tiene rango ny < n. Entonces
cualquier conjunto de mas de n; columnas son linealmen-
te dependientes, sin embargo, como cada columna de Hg,
es columna de Hgy._;, entonces la base del espacio de colum-
nas de Hgq, que contiene n > n; columnas, seria linealmente
dependiente.

(tv) Supéngase que Hgy 4 tiene rango n; > n. Por los inci-
sos (i) y (i) se sabe que Hg11y-1 tiene rango n. Como toda fila
de Hgy-1 es fila de Hgyqy-1, entonces cada una de las n, filas
de la base del espacio de filas de la primera matriz también es
fila de la segunda, pero como la segunda tiene rango n <n, la
base tendria que ser linealmente dependiente.

Teorema B.2. Sea la sucesion Jy, con (Jy) © Myxn. SiB,aeNy
la sucesién parcial /v, satisfacen que

rango Hga(Jn,) = rango Hg1,a(Jn,) = rango Hgas1(Jn,)
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Entonces, existe J(k + 1) € My, tal que al expandir Jy, a
J'N,,» agregandole J(k + 1), se garantiza que

rango Hgiia41 (J'ny,,) =1

Demostracién. Sea ne N el rango de la matriz Hgq (Jn, ).
Por hipétesis y la definicién A.24, Hg o(Jn,) v Hp,a+1(Jv, ) tienen
el mismo rango y los mismos primeros a bloques columna;
por tanto, comparten el mismo espacio de columnas y tienen
una base, H, en los primeros a bloques columna, formada por
n columnas en las posiciones vy, Uy ..., U,. Incluso, la matriz
Hps1,a( ]Nk) tiene como base de su espacio de columnas, aque-
llas columnas que se hallan en las posiciones vy, vy ..., 0, XX

Definase J(k + 1) € Myxn como la matriz cuya columna
j € N, es combinacién lineal de las columnas en las posicio-
nes vy, ..., v, del bloque de fila f+1 de Hps1,a(Jn, ): Hp+1,a(n,)
B +1,)) = (J(B+1) ... J(B + @), empleando el vector coordena-
do [(Hpa+1(In)):j+an)H , ¥ sea Ji,,, la sucesién expandida de
In, al agregar J(k + 1). Entonces, el rango de Hgi1041(/'n,, )
es n, en efecto, para comprobarlo solo hay que probar que las
columnas en su bloque columna a+1, Hps10+1(/'n,,, )G @+ 1),
pertenecen al espacio de columnas de Hp1,a(Jn, )-

Sea la matriz V; = (€ ..., €,), donde €,eR™ es el vec-
tor con 1 en la coordenada v; y 0 en las restantes. Dado que
Hpa1(I'Ny.,,) = Hpa+1(Jn,) ¥ pOr la definicién de J(k + 1), se si-
gue que

(Hﬁ,a+1(]’Nk+1)):,j+an = Hﬁ,a(]Nk)- VE [(Hﬁ,a+1 (]Nk)):,j+an]}[
](k + 1):,j = HB+1,0£(]NR)(B + 1::)-Ve- [(Hﬁ.a+1(]Nk)):,j+an]5'[

XXXIX Suponiendo que fuesen hnealmente 1ndepend1entes se tiene que 3A; #0, ¢
€N, tal que Y iy N(Hpp a(Ixy )0y = 0, que implica . g Ni(Hpr a(Ixg Di1guoi = 0,
es decir, 3 A; # 0, i € N, tal que Zl 1 z(HB alINg i = 0, lo que contradice que .’]‘[
sea una base.
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Por lo cual, se tiene lo siguiente

, (Hpar1(J Ny )) sjban
(HB+1,a+1(]Nk+1)):'j+om: ’ +]1£k1:'kl))¥j ) )

Hﬁ,a(]Nk)- Ve. [(Hﬁ,at+1 (]Nk)):,jﬂxn]g‘[
Hﬁ+1,a(]Nk)(,3+ 1':)- Ve [(H[i’,a+1(]Nk)):,j+an]5‘[

Hﬁ'“(]Nk)
Hﬁ+1,a(]Nk)(ﬂ+1r:)
Hprr,a(In) Ve [(Hparr N ))sjran) H

Asi las columnas de Hgi1441(/'n,,, ), @+ 1), pertenecen al
espacio de columnas de Hpy1,«(Jy, ) Por lo tanto, se concluye
que rango Hpg41a+1 (]'Nk+1) =n

Ve. [(Hﬂ,a+1 (]Nk)):,j+an]j‘[

Teorema B.3. Sea la sucesion Jy, con (UN) € Myxn y sean
B.aeN y P € Ngoo dados. Sila sucesion parcial Jy,, k= 1 + B, sa-
tisface que:

rango H,g,a(]Nk) =rango Hﬁ,aﬂ(],vk) =rango Hﬁ+1,1p(]Nk) =n

Entonces, existen J(k+1),..,J(k+ B) € Myxn tales que al ex-
pandir /v, aJ'n,, 5, agregando ordenadamente estos  elemen-
tos, se garantiza que:

rango Hpi1p+p (] *Nk+ﬂ) =n

Demostracién. (i) Si se toma i =a. Como Hgu(/n,)
¥ Hpgi1,a(Jy,) tienen rango n, y por hipétesis también
Hp, a+1(Jn, ), por €l teorema B.2 existe un J(k + 1) € M,x, tal que
Hg+1,a+1(J'n,,, ) tiene rango n, donde J'n, es la expansién de J,
al agregarle J(k + 1).

Sean vy, .., v, las posiciones de las filas de Hgi1,4(J'w,,, ) que
conforman la base de su espacio de filas, . Como Hg1,4(/ "Nier)
Y Hpiia+1(J'n,,,) tienen rango n, entonces cada fila de
Hp+1,a+1(J'v,,, )G @+ 1) pertenece a JH, en particular, cada fila
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de Hps1,a41(J'n,,, )(2: B+1,a +1) es combinacién lineal de las fi-
las en las posiciones vy, ..., U, de Hgs1,a(J'n,,, )(2: B+1,2).

Luego, como Hp+1a+1(J'n,,,)2:B+1, a+1) = Hg 42 (J'n,.., ) G a+2)
Y Hps1,a(J'Npy, )(2:8+1,2) = Hg a1 (', ) 2:@+1, 1), entonces cada
fila de Hﬁ,a+2(]’1\1k+1)(::a+2) es combinacién lineal de las filas en
13.15 posiciones vi+u, ..., vp+u de Hg g41(J'v,,,)» POT tanto Hg av2(/'n,.,.)
tiene rango n.

Asi se tiene que Hpas2(J'vy, ) Hprra+1(I'Niss) Y Hpar1(U'ns)
poseen rango n, por el teorema B.2 existe un J (k+2) € Myxn
que expande /'w,,, a /'n,,, al agregarle J (k+2), tal que
Hgy1a42(J ’;Vk“) tiene rango n. Repitiendo el proceso anterior un
numero 3 de veces, se expande Jy, a ](B)NHB = J¥Ny, 5 Y S€ obtie-
ne que Hgi1a+p(J*n,, ;) tienen rango n.

17) Tomando ¥ € Nyi1.00 por €l teorema B.1 y repitiendo un
numero S de veces el proceso del caso anterior, se puede ex-
pandir /y, a ]BNk+1=]*Nk+ﬁ y se obtiene que Hgi1yp+p(J*n,, ;) tie-
ne rango n.

Teorema B.4. (realizacién parcial minima). Sea la sucesiéon Jy
con elementos en M., y sean f,ae N y ¥ € Ny.oo dados. Sia,B
son los menores valores tales que

rango HB,a(]N) = rango Hp at1 (Jy) =rango HB+1,1/;UN)= n (10)

Entonces, la sucesion parcial Jy,, de los k=g +1) primeros
elementos de JJy, es minimamente realizada por (F,,, G,y H,)
donde F,, G,, y H,, son como en la definicién B.2.

Demostracion. Por el teorema B.3 existen J(k+1),..,
JUe+ B) € Myxy, tales que expanden Jy, a /v, donde esta exten-
sién permite que Hp+1yp+p(Jn,+p5) = n. Al factorizar Hgi1yp+g(Iny+p)
y Hg11y(n,), por el lema B.2 se comprueba que ambas tie-
nen la misma matriz Pgi+1,8+1, y sus matrices Qp+19+8 ¥ Qp+1,,
respectivamente, satisfacen que (i) por el lema B.1 las filas
mayores a n son nulas, y (it), (Qg+1,p+8);1yn = Qp+1,y- Por consi-
guiente, si respecto de F,, G, v H,, estan definidas bajo B.2,
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con respecto a Pgi15+1Y Qp+1y, Y F'ny G’y H',, con respecto a
Pgi18+1Y Qp1,p+p €0tONCES Fy = F7y, Gp =G’ y Hy = Hh.

Por tanto, sit e Ny4p, y empleando los lemas B.1, B.2, B.3,
y B.4, se sigue que

Hn(Fn)t_lGn = H,n(F,n)t_lG’n
= (Pe+1,8+1)1,1:n(F ) 1 (Qps1,48) 1m1m
= (Pﬁ+1,ﬂ+1)1:,u,1:n(Qﬁ+1,1p+ﬁ)1:n,(t—1)n+1:tn
= (Pg+1,8+1)1:4,:(Qp+1,9+8): t-Dn+1:tn
= e =JA+t-D =)

Esto demuestra que la realizaciéon (F, G, H,) de Jy, es mi-
nima. Suponiendo que no lo es, entonces existe una realizacién
de dimensiéon v < n. Como a,  son los menores enteros para
los cuales se garantiza (10), entonces a, € N son los indices
de controlabilidad y observabilidad, respectivamente.X Por
consiguiente, O * C, tiene rango v, y ya que Ogx Cq = Hga(Jn,) ,
entonces Hg o Jy,) tiene rango v. Pero, por hipétesis, Hg o i, )
tiene rango n, asi v < n = v. Por tanto, (F,, G, H,) es una reali-
zacién parcial minima.

XL ygase la definicién A.22 (matriz de controlabilidad) y definicién A.23 (matriz
de observabilidad).
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APENDICE C
ALGORITMOSY CODIGOS DE LOS PROGRAMAS

Copico C.1. MODULO REALPAR

#!/ usr/bin/env python3

# -*- coding: utf -8 -*-

@author: armando

Médulo con funciones desarrolladas para los coédigos empleados en la tesis
"La Teoria de la Realizacién Método de Proyeccién de los Coeficientes
lécnicos de la Matriz Insumo- Producto: desarrollo tedrico y un ejemplo de
implementaci én para el caso de México, 1993-2017."

import numpy as np
import itertools as it
def lista_matriz_cl(n):
sm=[]
for i in range(l,n+1):
al=((i)*(i+1))/2
n_el=np.round(np.matrix([[al]]))
sm.append(n_el)
return(sm)

def lista_matriz(n):
sm=[np.matrix([[1,1],[1,1]]),np.matrix([[3,1],[1,3]11)]
for i in range(n-2):
n_el=np.matrix([[sm[i+1]1[0,0]+(i+3),sm[i][0,1]+sm[i+1][0,1]],
[sm[i1[0,1]+sm[i+1][0,1],sm[i+1]1[0,0]+(i+3)]1])
sm.append(n_el)
return(sm)

def valores_rank_MH(L):
i=1
j=1
val_MH=[]
while i+j<=len(L):
H_l=matriz_hankel(L,i,j)
H_2=matriz_hankel(L,i+1,3j)
if np.linalg.matrix_rank(H_1)==np.linalg.matrix_rank(H_2):
H_3=matriz_hankel(L,i,j+1)
if np.linalg.matrix_rank(H_1)==np.linalg.matrix_rank(H_3):
H_psi=matriz_hankel(L,i+1,len(L)-1)

if np.linalg.matrix_rank(H_1)==np.linalg.matrix_rank(H_psi):
val_MH.append(["Losvaloresde la MH son b=%i, a=%i, psi=%i y n=%i."

%(H_l.shape[0]/L[0].shape[0],H_l.shape[1]/L[0].shape[l], len(L)-H_1l.shape[1]/L[0O].
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shape[1],np.linalg.matrix_rank(H_1))])
break
else:
i=i+l
else:
j=j+1

def matriz_hankel(L,r,s):
f=L[0].shape[0]
c=L[0].shape[1]
H=np.matrix(np.zeros([fxr,cxs]))
for i, j in it.product(range(r),range(s)):
HLf*xdi:fx(i+1),cxjrcx(j+1)]1=L[i+]]
return(H)
def MH(L_M):
f_sm=L_M[0].shape[0]
c_sm=L_M[1].shape[1]
n=len(L_M)
1_rank=[]
for i, j in it.product(range(n+1) ,range(n+1l)):
if i+j==n:
1_rank.append ((i,j))
if (i+j==nand np.linalg.matrix_rank(matriz_hankel(i,j,f_sm,c_sm,n))==
np.linalg.matrix_rank(matriz_hankel(i,j,f_sm,c_sm,n))):
print(2)
return(2)
H D m D m D m e m DD m DD m DD D m DS m DD DD ———D—m—————————————————————o=
def matrizPQ(H):
n=H.shape[0]
m=H.shape[1]
P=np.matrix(np.identity(n))
Q=np.matrix(np.zeros([n,m]))
fila=0
indice=[]
for r in range(m):
Q[fila,r]=H[fila,r]
while fila<n-1:
for j in range(m):
if Q[fila,jl!=0:
indice.append(j)
break
if len(indice)==fila+1l:
for i in range(1,n-fila):
acumuladorl=0
for k in range(fila+i-1):
acumuladorl=acumuladorl+P[fila+i,k]*Q[k,indice[fila]]
P[fila+i,filal]=(H[fila+i,indice[filal]l-acumuladorl)/Q[fila,indice[fila]l]
for j in range(m):
acumulador2=0
if all(j!=k for k in dindice):
for r in range(fila+1):
acumulador2=acumulador2+P[fila+1l,r]1*xQ[r,j]
Q[fila+l,j]=H[fila+1l,j]l-acumulador2
fila=fila+1
return (P,Q,np.linalg.matrix_rank(Q),PxQ)
def real_par (H_psi):
A=matrizPQ(npr.ound (H_psi))

G_n=A[1][0:np.linalg.matrix_rank(H_psi),0:2]
H_n=A[0][0:2,0:np.linalg.matrix_rank(H_psi)]
P_nmin=A[0][0:np.linalg.matrix_rank(H_psi),0:np.linalg.matrix_rank(H_psi)]

P_nmin_inv=(P_nmin).I
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110 P_ast=np.matrix(A[0][2:np.linalg.matrix_rank(H_psi)+2,0:np.linalg.matrix_rank(l

111 F_n=P_nmin_invxP_ast
112

113 return (F_n,G_n,H_n)
114 # =

Copico C. 2. DIMENSION DEL ESPACIO DE COLUMNAS PARES
DE LA MH DEL CAPITULO 1

1 #!/ usr/bin/env python3

2 # -*- coding: utf -8 -*-

3

4 @author: armando

5

6 Verifica que la dimensién del espacio de las columnas pares de la matriz

7 hankel de orden (6,1000000) del capitulo 1 es igual a 3. Para ello se prueba
8 que la ultima de 4 columnas pares consecutivas es combinacién lineal de las
9 tres anteriores.

0 "

11 import numpy as np
12 import realpar as rp

13 # =====================================================================================
14 # GENERACION DE LA MATRIZ Z CONLAS COLUMNASPARES DE LA MH DEL CAPITULO1
15 # eSS oSSSooSSSSososoooosooossoooooo

16 t=1000000
17 L=ldista_matriz_cl(5+t)
18 Z=matriz_hankel(L,6,t)

=
©°
3

21 # LINEAL DE LAS TRES PRIMERAS MEDIANTE LOS ESCALARES 1,-3Y 3

23 a=[1,-3,3]
24 for i in range(Z.shape[1]-3):

25 A=a[0]xZ[0:,i]+a[1]*xZ[0:,i+1]+a[2]*xZ[0:,i+2]
26 B=Z[0:,i+3]

27 if sum(A-B)!=0:

28 print ("E1l rango es distintode 3")

29 break

Copico C. 3. REALIZACION MINIMA DE LA SUCESION FINITA
DEL CAPITULO 2 SECCION 1

1 #!/ usr/bin/env python3

2 # -*- coding: utf -8 -*-

3

4 @author: armando

5

6 El programa genera la Realizacion Parcial Minima del capitulo 2 seccién 1

7

8 import realpar as rp

9 dimport numpy as np

10 # ===========——mmm oo ————————————=
11 # COMPROBACION DE LA HIPOTESIS DEL RANGO DEL TEOREMA DE REALIZACION PARCIAL

12 # =============ssssssssososssssoosooSsSSsoSoSSSoSooSsoSsSSoossossosoosoossossosoossosos

13 L=rp.lista_matriz(11)
14 H_psi,v_r=valores_rank_MH(L)

24 G_n=Q[0:np.linalg.matrix_rank(H_psi),0:2]
25 H_n=P[0:2,0:np.linalg.matrix_rank(H_psi)]
26 P_nmin=P[0:np.linalg.matrix_rank(H_psi),0:np.linalg.matrix_rank(H_psi)]
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P_nmin_inv=(P_nmin).I
P_ast=np.matrix(P[2:np.linalg.matrix_rank(H_psi)+2,0:np.linalg.matrix_rank(H_psi)])
F_n=P_nmin_invxP_ast

# DETERMINACION DE LA SUCESION APROXIMADA MEDIANTE LA REALIZACION Y VISUALIZACION DE LAS
# MATRICES DEL PROCESO DE REALIZACION

lista=[]
lista.append ([["MH","rango=",np.linalg.matrix_rank(PQ)],PQ])
lista.append ([["P","rango=",np.linalg.matrix_rank(P)],np.round(P,decimals=0)1])
lista.append ([["Q","rango=",np.linalg.matrix_rank(Q)],np.round(Q,decimals=0)])
lista.append ([["P’"],np.round (P_nmin,decimals=2)1])
lista.append ([["P*"],np.round (P_ast,decimals=2)1])
lista.append ([["F"],np.round (F_n,decimals=2)1])
lista.append ([["G"],np.round (G_n,decimals=4)1])
lista.append ([["H"],np.round (H_n,decimals=0)])
lista.append([])
for i in range(len(L)):
L_i=H_n*x(F_n*x*xi)xG_n
lista[8].append (["L%i" %(i+1),L_1])

a=int (input(";Qué matriz(ces) quieresver?\n MH=1; P=2; Q=3; P’=4; Px=5; F=6; G=7; H=8:
DE_est9\n\n")) -1
if a<8:
print("\n La matriz es:\n\n",lista[a]l[0]"%\n",listal[a]l[1])
else:
print("\n La descripcidén externa estimadapor la realizacién es:\n")
for i in range(len(L)):
print(lista[8][i][0], "\n",lista[8][i][1])

Y ALEATORIA DEL CAPITULO 2 SECCION 2

usr/bin/env python3
-*- coding: utf -8 -*-

@author: armando

import numpy as np

import scipy.linalg as spl
import realpar as rp

import matplotlib.pyplot as plt

DETERMINAN

0S LA MATRIZ DE HANKELDE LA SUC ON DE MATRICES

S

r[0] numero de filas que tienen las matrices de la sucesién
r[1] numero de columnas que tienen las matrices de la sucesién
r[2] numero de matrices en la sucesion

r=[2,2,10]

L_prub=rp.lista_matriz(20)
L=rp.lista_matriz(r[2])
L_al=Lx2
rangos=[]
ran_ant=[]
mhs=[]
for i in range(1,r[2]+1):
H=rp.matriz_hankel(L,i,r[2]+1-1)
inf=[i,r[2]+1-i,np.linalg.matrix_rank(H)]
rangos.append (inf)
mhs.append (H)
if i<r[2]:
H_ant=rp.matriz_hankel(L,i,r[2]-1)
inf_ant=[i,r[2]-i,np.linalg.matrix_rank(H_ant)]
ran_ant.append(inf_ant)
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37
38
39
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41
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46
47
48
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53
54
55
56
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69

71

72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
2
91
92
93

s=spl.diagsvd (usv[1],usv[0].shape[1],usv[2].shape[0])
U=np.matrix (usv[0])
V=np.matrix (usv[2])
S=np.matrix(s)
#
# GENERACION DE LAS MH REDUCIDAS, DETERMINACION DE LA REALIZACION Y GENERACION
# DE LAS MATRICES ESTIMADAS
#
mt_est
MH_red=[]
rp_red=[]
for i in range (1,int(len(usv[1])/L[1].shape[1])):
t=L[1].shape[1l]
V_i=V[0:t*i,0:]
S_i=S[0:t*xi,0:t*x1i]
U_i=U[0:,0:t*1]
H_red=U_i*S_ixV_i
MH_red.append(np.around(H_red,3))
F_r,G_r,H_r=rp.real_par(H_red)
real_red=[np.around(F_r,2),np.around(G_r,2),np.around(H_r,2)]
rp_red.append(real_red)
for j in range(len(L_prub)):
l1_est_di=H_r*(F_rxxj)*G_r
mt_est.append(l_est_i)

# DETERMINACION DE LA PROXIMIDAD DE LAS DESCRIPCIONES EXTERNAS ESTIMADAS A LA REAL Y
# GENERACION DE SU REPRE ION GRAFICA

pro_apr=[]
for j in range(4):
prom_F=0
for i in range(len(L_prub)-10):
prom_F=prom_F+np.linalg.norm(mt_est[i1+20%xj]-L_prub[i])
pro_apr.append(round(prom_F*1/10,2))
plt.figure(figsize=(12, 5), dpi=100)
a=int(input (";Qué Matriz Reducida quieresusar para aproximar la descripcidn externa? (
elige1,2,3,4)\n"))-1
for j in range(2):
plt.subplot(1,2,j+1)
for i in range(len(L_prub)-10):
if i<1:
plt.plot(L_prub[i][:,j],"0:",color="c",linewidth=2,1label="real’)
plt.plot(mt_est[i+20%xa]l[:,]j],"x-",color="b",linewidth=2,label="estimado’)
plt.legend (loc="upper center")
plt.xticks ([0,1] '[(1,%i)"%(j+1) '(2,%)"%(j+1)] )
if a==0:
plt.ylim(-10,70)
if a==1:
plt.ylim(0,1100)
if a==2 or a==3:
plt.ylim(0,66)
else:
plt.plot(L_prub[i][:,j],"0:",color="c",linewidth=2)
plt.plot(mt_est[i+20xa]l[:,j],"x-",color="b",linewidth=2)
plt.xlabel("Coordenada™)
plt.ylabel("Valor™")
plt.savefig("nf_%i.png"%(2*(a+1)), dpi=200)
print ("El promediode las distanciasde la RE realy la Estimadaes",pro_apr[a])

DE LEONTIEF DEL CAPITULO 3

#!/ usr/bin/env python3
# -*- coding: utf -8 -*-
@author: armando

import numpy as np

111



(RN

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

import scipy.linalg as spl
import realpar as rp

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.pylab as pl
import pandas as pd

import itertools as it

jo_b=pd.read_excel(’Bases de datos/Tesis Input-Output.xlsx’,sheet_name=’Var Op’)
Cve=io_b[io_b.columns[1]]+io_b[io_b.columns[2]]+io_b[io_b.columns[4]]
Mc=(io_b[io_b.columns[5]]+io_b[io_b.columns[6]])*xio_b[io_b.columns[9]]
X=io_b[io_b.columns[8]]*io_b[io_b.columns[9]]

Yf=Cve+X+io_b[io_b.columns[3]]
M=Mc+(io_b[io_b.columns[7]]*io_b[io_b.columns[9]])
ipo=pd.DataFrame({’all’:Cve/Yf,’al2’:X/M,’a21’:Mc/Yf,’a22’:0})

ip 1po drop(range (100,104,1) ,ax’

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37
38
39

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

54 ¢

55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68

69 ¢

70
71
7.

N

s_do=[]

A=np.zeros ((2,2))

I=np.identity(2)

for i in range(len(ip)):
for j, k in it.product(range(2),range(2)):

A[j,k]l=1ip[ip.columns[j*2+k]][i]

ct.append(np.matrix (A))
s_io.append(np.linalg.inv(np.matrix(I)-np.matrix(A)))

pl.figure(figsize=(14, 4), dpi=100)
for j, k in zip(it.product(range(s_io[0].shape[0]), range(s_io[0].shape[1l])),[’c’,’b’,’
coral’,’gold’]):
for i in range(len(s_i0)):
if di<1:
plt.plot(i+l,s_do[i]1[j[0],j[1]1],"0",color="%s" %k,label=’Coordenada (%i, %i)’
%(jlel,jl11))
else:
plt.plot(i+1l,s_do[i]1[j[0],j[1]1],"o",color="%s" %k)
pl.xticks(np.arange(1,102,3))
pl.yticks(np.arange(e,s,.s))
plt.xlim(0,101)
plt.ylim(0,8.5)
plt.xlabel ("MATRIZ DE LA DESCRIPCION EXTERNA REAL")
plt.grid()
plt.ylabel (" VALOR DE LA COORDENADA")
plt.legend(loc="upper center")
plt.savefig("cp_do.png",bbox_inches=’tight’,dpi=200)

e

# COMPROBACION DE LAS HIPC S DE RANGO DEL TEOREMA DE REALIZACION Y
# DETERMINACION LA MH PARA RM)L JCION DE DIMENSION

ran_ant=[]
mhs=[]
for i in range(l,len(s_io)+1):
H=rp.matriz_hankel(s_io,i,len (s_io)+1-1)
inf=[1i,len(s_io)+1-i,np.linalg.matrix_rank(H)]
rangos.append (inf)
mhs.append (H)
if i<len(s_io):
H_ant=rp.matriz_hankel(s_io,i,len(s_io0)-1)
inf_ant=[i,len(s_io)-i,np.linalg.matrix_rank(H_ant)]
ran_ant.append(inf_ant)

usv=np.linalg. svd(mhs[se])
s=spl.diagsvd(usv[1],usv[0].shape[1],usv[2].shape[0])
U=usv [0]
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85
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V=usv[2]

S=np.matrix(s)

MH_dvs=usv

vs_n=MH_dvs[1]/MH_dvs[1].max(0)
pl.figure(figsize=(14, 4), dpi=100)
plt.plot(np.arange(100)+1,vs_n, "o", color="c")
plt.plot(3,vs_n[2],"0", color="r")

plt.xlabel (" POSICION DEL VALOR SINGULAR")
plt.ylabel ("VALOR SINGULAR NORMALIZADO")
pl.x1lim(0,101)

plt.grid()

pl.xticks(np.arange(0,103,4))
pl.yticks(np.arange(0,1.04,.05))
plt.savefig("vs_mh_1.png",bbox_inches=’tight’, dpi=200)

91

92

93

94

95
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98

99
100
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104
105
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108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
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119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

pl.figure(figsize=(14, 4), dpi=100)
plt.plot(np.arange(len(s_io)-qui_vs)+qui_vs+ 1,vs_n[qui_vs:100], "o",color="c")
plt.plot(61,vs_n[60],"0o", color="r")

plt.xlabel (" POSICION DEL VALOR SINGULAR")

plt.ylabel ("VALOR SINGULAR NORMALIZADO")

pl.xlim(0,101)

plt.grid()

pl.xticks(np.arange(0,104,4))

pl.yticks(np.arange(0,.02,.001))

plt.savefig("sin%ivs.png" %qui_vs,bbox_inches=

rp_red=[]
for i in range (1,int(len(usv[1])/s_io[1].shape[1])):
t=s_djo[1].shape[1]
V_i=V[0:t*xi,0:]
S_i=S[0:t*i,0:t*x1]
U_i=U[0:,0:t*1]
H_red=U_i*S_i*V_i
MH_red.append(H_red)
F_r,G_r,H_r=rp.real_par (H_red)
real_red=[F_r,G_r,H_r]
rp_red.append(real_red)
for j in range (len(s_i0)):
1_est_i=H_r*x(F_rxxj)*G_r
mt_est.append(l_est_1i)

# DETERMINACION DE LA PRC
# ===
distancias=[]
for j in range(len(MH_red)):
prom_F=0
for i in range(len(s_io0)):
prom_F=prom_F+np.linalg.norm(mt_est[i+100*j]-s_io[i])
distancias.append([round (prom_F=*(1/100) ,2),j+1])
tab_dis=np.zeros([10,10])
for j,i in it.product(range(5),range(10)):
if i+j*10<len(distancias):
tab_dis[i,2xj:2x(j+1)]= distancias[i+j*10]
dis_frob=pd.DataFrame (tab_dis)
print (dis_frob.to_latex(header=False,index=False))

# REPR

# =
plt.figure(figsize=(12,5),dpi=100)
a=int(input (";Qué Matriz Reducidaquieresusar para aproximarla descripcidén externa?(
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148
149
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156
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160
161
162
163
164

166
167
168
169
170
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173
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175
176
177
178

180
181
182
183
184
185

187
188
189
190
191
192

193
194
195
196
197
198
199
200
201

elige entre 1-49)\n")) -1
for j in range(2):
plt.subplot(1,2,j+1)
for i in range (len(s_i0)):
if i<1:
plt.plot(s_io[i]l[:,j],"0:",color="c",linewidth=2,label="real’)
plt.plot(mt_est[i+100%a][:,j],"x-",color="b",linewidth=2,label="estimado’)
plt.legend (loc="upper center")
plt.xticks ([0,1],["(1,%)"%(j+1),"(2,%i)" %(j+1)]1)
else:
plt.plot(s_io[i][:,j],"0:",color="c",linewidth=2)
plt.plot(mt_est[i+100*a]l[:,]j],"x-",color="b",linewidth=2)
plt.xlabel (" Coordenada")
plt.ylabel("Valor")
print (np.around(mt_est[100*a:100x(a+1)],2))
plt.savefig("best_aprox_%i.png"%(a+1l),bbox_inches=’tight’,dpi=200)
GRAFICA DE LAS DISTANCIAS PROMEDIO ENTRE LA DESCRIPCION EXTERNA REAL Y
LAS ESTIMADAS

pr_ord=sorted(distancias)
aprox=np.array(pr_ord)
val_ap=np.array(pr_ord)
c=39
ind=val_ap[c:len(aprox) ,0]>325
val_ap[c:len (aprox) ,0][ind]=350
width =.95
col_r=7
pl.figure(figsize=(25, 8), dpi=100)
plt.subplot(211)
bars = pl.bar(np.array(aprox[0:c,1]), np.array(aprox[0:c,0]),width=width)
for r,bar in zip (np.array(aprox[0:c,0]), bars):
bar.set_facecolor(pl.cm.jet(r/col_r))
bar.set_alpha(.9)
pl.xticks(np.arange(1,51))
pl.yticks(np.arange (0, max (np.array(aprox[0:c,0]))+1,.5))
plt.ylabel (" DISTANCIA PROMEDIO")
pl.x1lim(0.3,49.5)
pl.ylim(0,max (np.array(aprox[0:c,0]))+1)
for label, x, yin zip(np.trunc(aprox[0:c,0]*10)/10,aprox[0:c,1]-0.2,aprox[0:c,0]+.2):
plt.annotate(label, xy=(x,y))
plt.subplot(212)
bars = pl.bar(np.array(val_ap[c:49,1]), np.array(val_ap[c:49,0]),width=width)
for r,bar in zip(np.array(val_ap[c:49,0]), bars):
bar.set_facecolor(pl.cm.jet(r/col_r))
bar.set_alpha(.9)
pl.xticks(np.arange(1,51))
pl.yticks(np.arange(0,325,25))
plt.xlabel (" PARES DE VALORES SINGULARES MAS GRANDES")
plt.ylabel ("DISTANCIA PROMEDIO")
pl.x1lim(0.3,49.5)
pl.ylim(400,0)
for label,x,y in zip(aprox[c:len(aprox),0],val_ap[c: len(aprox),1]-0.5,val_ap[c: len(
aprox) ,0]+20):
if label>325:
if label==max(aprox[c:len(aprox) ,0]):
plt.annotate(format(label,.0e’), xy=(x,y+20))
else:
plt.annotate(format(label,.0e’), xy=(x,y))
else:
plt.annotate(label, xy=(x,y))
plt.savefig("d_vpe_vpo.png", bbox_inches=’tight’,
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SiMBOLOS MATEMATICOS

numeros naturales, enteros, reales y complejos
enteros positivos y reales positivos

primeros n naturales y primeros n enteros positivos
enteros no negativos

numeros naturales entre r y s, si s = « son los natu-
rales mayores a r

! pertenece a, para todo, existe algtn, existe un Uinico
subconjunto, superconjunto, subconjunto propio y
superconjunto propio

diferencia de conjuntos

producto cartesiano de conjuntos

espacios vectoriales de n-adas de ntimeros reales

y complejos

espacio vectorial de las matrices uXn

espacio vectorial de las matrices uxn sobre un cam-
po F

espacio de las matrices triangulares inferiores en R
dimension del espacio vectorial V

vector (letra minuscula en negrita)

matriz (letra mayuscula en italica)

transpuesta de un vector, transpuesta de una matriz
conjugaciéon compleja de un nimero, vector o matriz
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u*, A* vector o matriz conjugada: u*=1u’, A*= A’

0,0, vector nuloy matriz nula del espacio M,
A1 At A inversa, potencia t-ésima de la matriz A y de A,

respectivamente
I, matriz identidad en el espacio M,,«,

det(A) determinante de la matriz A € M,,«,
u(k), A(k) vector y matriz parametrizados con parametro &
elemento i, j, columna j-ésima, fila i-ésima de la

Aip Asp Ai: atriz A
[u]p el vector coordenado del vector u en base B
A . su'brnatriz de A € M,,x,, tomando A, j, i € N, .,,
172 5152 YJ e N31:52
A, su.bmatriz de A € M,,x,, tomando A, j, i € N,
192y J € Ny,
submatriz de A € M,,x,, tomando A, ;, i € N, .,,

AT‘]ZTz,: yj e Nn

{l(k)}xen, Ly sucesioén infinita de matrices
{l(})}ken,, Lyn sucesion parcial con n matrices
{Ly},{Ly,} conjunto de elementos de {Ly} y Ly,, respectivamente

0oL matriz de Hankel de m por n submatrices de la
ma(ln) o cesion Ly

(L matriz de Hankel de m por n submatrices de la
ma(lv) g cesion parcial Ly,
8(k) delta de Kronecker
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